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Résumé The cohomology of affinoids does not behave well ; of-
ten, this is remedied by making affinoids overconvergent. In this
paper, we focus on dimension 1 and compute, using analogs of
pants decompositions of Riemann surfaces, various cohomologies
of affinoids. To give a meaning to these decompositions we modify
slightly the notion of p-adic formal scheme, which gives rise to the
adoc (an interpolation between adic and ad hoc) geometry. It turns
out that the cohomology of affinoids (in dimension 1) is not that
pathological.

From this we deduce a computation of cohomologies of curves
without boundary (like the Drinfeld half-plane and its coverings).
In particular, we obtain a description of their p-adic proétale co-
homology in terms of de the Rham complex and the Hyodo-Kato
cohomology, the later having properties similar to the ones of �-adic
proétale cohomology, for � �= p.
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Introduction

Soit p un nombre premier et soit C un corps algébriquement clos, complet
pour une valuation vp vérifiant vp(p) = 1 et 1 vp(C

∗) = Q. On note OC

l’anneau des entiers de C, mC l’idéal maximal de OC , kC son corps résiduel,
OC̆ l’anneau W (kC) et C̆ le sous-corps W (kC)[

1
p ] de C.

Si K est un sous-corps fermé de C, on note GK le groupe AutK(C) des
automorphismes continus de C laissant fixe K.

0.1. Cohomologie proétale p-adique

Soit X une courbe analytique définie sur C (vue, selon le contexte comme
une courbe rigide analytique, un espace de Berkovich de dimension 1, etc.)
et, sauf mention explicite du contraire, lisse et (géométriquement) connexe.
Si X est compacte 2, sa cohomologie a de bonnes propriétés : les groupes
de cohomologies de de Rham H1

dR(X) ou étale H1
ét(X,Q�(1)), où � est un

nombre premier, sont de dimension finie, indépendante de la cohomologie
considérée (et invariante par extension des scalaires de C à un surcorps avec
les mêmes propriétés), sur le corps adéquat. De plus, on a des théorèmes de
comparaison reliant ces différentes cohomologies.

Il n’en est pas de même si X est seulement quasi-compacte mais pas com-
pacte (i.e un affinoïde 3) : dans ce cas, H1

ét(X,Q�(1)) est encore de dimension

1. Cette restriction est due au fait que nous avons choisi d’exprimer les résultats
en termes de l’anneau Bst ; une formulation (un peu moins esthétique) qui n’utilise
que Bcris serait possible et elle permettrait de supprimer cette restriction.

2. Quel que soit le point de vue (rigide, Berkovich, etc.), une courbe compacte
est, dans cet article, une courbe propre, et un affinoïde est quasi-compact mais pas
compact.

3. Sauf mention du contraire, un affinoïde est, dans ce texte, de dimension 1,
lisse et connexe.
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finie si � �= p, mais H1
dR(X) est un C-espace de dimension infinie non séparé,

et H1
ét(X,Qp(1)) est aussi de dimension infinie (et dépend de C). Nous nous

proposons de montrer que, malgré ces pathologies apparentes, la cohomolo-
gie des affinoïdes (et, plus généralement, des courbes non compactes) a des
propriétés raisonnables.

0.1.1. Courbes quasi-compactes. Si Y est une courbe quasi-compacte,
notons O(Y )∗∗ le sous-groupe des f ∈ O(Y )∗ telles que f − 1 soit topologi-
quement nilpotente.

Théorème 0.1. Si Y est un affinoïde, on a un diagramme commutatif fonc-
toriel de banachs 4

0 Qp ⊗̂O(Y )∗∗ H1
proét(Y,Qp(1)) (B+

st⊗C̆H
1
HK(Y )sep)N=0,ϕ=p

θ⊗ιHK

0

0 Qp ⊗̂O(Y )∗∗
dlog

Ω1(Y ) H1
dR(Y )sep 0

dans lequel la ligne du haut est exacte, celle du bas est un complexe, et toutes
les flèches sont d’image fermée.

Remarque 0.2. (i) Il y a un énoncé au niveau entier, cf. rem. 0.19.
(ii) Un affinoïde étant quasi-compact, H1

proét(Y,Q�(1)) = H1
ét(Y,Q�(1))

pour tout � (y compris � = p), cf. [43, cor. 3.17].
(iii) Le groupe de cohomologie de Hyodo-Kato H1

HK(Y )sep est un C̆-
espace de dimension finie muni d’actions d’un frobenius semi-linéaire ϕ, d’un
opérateur de monodromie N vérifiant Nϕ = pϕN , et d’un isomorphisme de
Hyodo-Kato :

ιHK : C ⊗C̆ H1
HK(Y )sep ∼= H1

dR(Y )sep,

où H1
dR(Y )sep désigne le séparé de H1

dR(Y ) (i.e. son quotient par l’adhérence
de 0) : le groupe H1

dR(Y ) est un C-espace de dimension infinie, non séparé,
mais H1

dR(Y )sep est de dimension finie.
(iv) La preuve du théorème utilise des méthodes syntomiques mais va

plus loin : les méthodes syntomiques [47, 17] fournissent naturellement un

4. Si M est un Z-module, on pose Qp ⊗̂M := Qp ⊗Zp (lim←−n
M/pnM).
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diagramme commutatif à lignes exactes 5 :

0 O(Y )/C H1
proét(Y,Qp(1)) (B+

st ⊗̂ C̆H
1
HK(Y ))N=0,ϕ=p

θ⊗ιHK

0

0 O(Y )/C Ω1(Y ) H1
dR(Y ) 0

Par rapport au théorème, il y a deux différences sensibles :
• Le groupe H1

HK(Y ) est, comme H1
dR(Y ), de dimension infinie et non

séparé (on a un isomorphisme ιHK : C ⊗̂ C̆H
1
HK(Y ) ∼= H1

dR(Y )), alors que
H1

HK(Y )sep est séparé, de dimension finie, et se décrit simplement (th. 0.13)
en termes d’une triangulation de Y .

• La flèche O(Y )→Qp ⊗̂O(Y )∗∗ faisant commuter le diagramme évident
est f 	→ exp(f), mais l’image de O(Y ) par f 	→ exp(f) est Qp ⊗ O(Y )∗∗

qui est dense dans Qp ⊗̂O(Y )∗∗ mais ne lui est pas égal car O(Y )∗∗ n’est
pas complet pour la topologie p-adique : par exemple, si Y est la boule unité
(i.e. O(Y ) = C〈T 〉), alors

∏
n≥1(1 + p1/p

n

T )p
n ne converge pas dans C〈T 〉

(mais converge dans OC [[T ]]).

Remarque 0.3. Si Y est un affinoïde de dimension d, et si r ≤ d, le résultat
ci-dessus suggère que l’on pourrait peut-être espérer une suite exacte

0→Qp ⊗̂Kr
M (Y )++→Hr

proét(Y,Qp(r))→ (B+
st ⊗Hr

HK(Y )sep)N=0,ϕ=pr → 0.

(Le groupe Kr
M (Y )++ est le sous-groupe du groupe de K-théorie de Milnor

Kr
M (O(Y )) engendré par les symboles (f1, . . . , fr), avec fi ∈ O(Y )∗∗. No-

tons que, puisque l’on ne prend que des symboles d’éléments de O(Y )∗∗, la
relation de Steinberg disparait puisque 1− x /∈ O(Y )∗∗ si x ∈ O(Y )∗∗.)

Une raison de la forme du diagramme ci-dessus est que H1(Y,O) = 0. Si
Y est compacte, de genre ≥ 1, alors H1(Y,O) �= 0 mais Qp ⊗̂O(Y )∗∗ = 0, et
le diagramme prend la forme (classique, c’est un cas particulier du théorème
de comparaison de Tsuji [47] ou même, dans ce cas, de Kato [34]) suivante :

5. H1
HK(Y ) est naturellement un quotient W1/W2 de C̆-banachs et B+

st = B+
cris[u]

où B+
cris est un C̆-banach (et donc B+

st est une limite inductive de C̆-banachs).
On définit B+

st ⊗̂ C̆H
1
HK(Y ) comme (B+

st ⊗̂ C̆W1)/(B
+
st ⊗̂ C̆W2) où B+

st ⊗̂ C̆Wi :=

B+
st ⊗B+

cris
(B+

cris ⊗̂ C̆Wi).
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Théorème 0.4. Si Y est une courbe compacte, on a un diagramme commu-
tatif fonctoriel, dont les lignes sont exactes :

0 H1
proét(Y,Qp(1)) (B+

st ⊗C̆ H1
HK(Y ))N=0,ϕ=p

θ⊗ιHK

H1(Y,O) 0

0 Ω1(Y ) H1
dR(Y ) H1(Y,O) 0

De plus, H1
proét(Y,Qp(1)) est un Qp-espace de dimension finie.

0.1.2. Affinoïdes surconvergents. Une manière standard de rendre la
cohomologie de de Rham d’un affinoïde plus raisonnable est de le rendre
surconvergent : sa cohomologie de de Rham devient de dimension finie (et
topologiquement séparée). En écrivant un affinoïde surconvergent Y † comme
une limite projective d’affinoïdes Yδ, pour δ > 0, en utilisant la description
du groupe H1

HK(Yδ)
sep du th. 0.13 ci-dessous, et en passant à la limite dans

le th. 0.1, on obtient le résultat suivant.

Théorème 0.5. Si Y † est un affinoïde surconvergent, on a le diagramme
commutatif fonctoriel d’espaces vectoriels topologiques suivant :

0 O(Y †)/C
exp

H1
proét(Y

†,Qp(1)) (B+
st ⊗C̆ H1

HK(Y
†))N=0,ϕ=p

θ⊗ιHK

0

0 O(Y †)/C d
Ω1(Y †) H1

dR(Y
†) 0

dans lequel les lignes sont exactes et toutes les flèches sont d’image fermée.

Remarque 0.6. (i) Par définition, H1
proét(Y

†,Qp(1)) = lim−→δ
H1

proét(Yδ,Qp(1)),
et H1

HK(Y
†) = lim−→δ

H1
HK(Yδ) est un C̆-espace de dimension finie muni d’ac-

tions d’un frobenius semi-linéaire ϕ et d’un opérateur de monodromie N , et
d’un isomorphisme ιHK : C ⊗C̆ H1

HK(Y
†) ∼= H1

dR(Y
†).

(ii) Comme H1
HK(Y

†) est de dimension finie, (B+
st ⊗ H1

HK(Y
†))ϕ=p,N=0

est l’espace des C-points d’un espace de Banach-Colmez [13]. Comme O(Y †)
est l’espace des sections globales d’un faisceau cohérent, on voit que la coho-
mologie étale géométrique d’un affinoïde surconvergent, bien que très grosse,
est composée d’objets ayant des propriétés de finitude raisonnables.

(iii) Les Qp-espaces vectoriels topologiques (B+
st ⊗C̆ H1

HK(Y
†))N=0,ϕ=p

et H1
dR(Y

†) sont des banachs mais tous les autres espaces non nuls du dia-
gramme sont des limites inductives de banachs.
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0.1.3. Courbes sans bord. Supposons maintenant que Y n’est pas com-
pacte mais n’a pas de bord quand même 6 (courbe Stein) : par exemple, une
courbe ouverte obtenue en retirant un nombre fini de disques fermés d’une
courbe propre, ou un revêtement étale du demi-plan de Drinfeld. Dans ce
cas, H1

dR(Y ) n’est pas forcément de dimension finie, mais c’est un espace
séparé, limite projective dénombrable d’espaces de dimension finie. Si � �= p,
alors H1

proét(Y,Q�(1)) est aussi une limite projective dénombrable d’espaces
séparés de dimension finie, mais ce n’est pas le cas si � = p.

Une telle courbe est une réunion croissante stricte d’affinoïdes ou, au
choix, d’affinoïdes surconvergents, et on déduit du th. 0.1 (ou du th. 0.5)
le résultat suivant qui fournit une preuve alternative au th. 4.12 de [16] en
dimension 1.

Théorème 0.7. Si Y est une courbe non compacte, sans bord, on a un
diagramme commutatif fonctoriel de fréchets

0 O(Y )/C
exp

H1
proét(Y,Qp(1)) (B+

st ⊗̂H1
HK(Y ))N=0,ϕ=p

θ⊗ιHK

0

0 O(Y )/C
d

Ω1(Y ) H1
dR(Y ) 0

dans lequel les lignes sont exactes et toutes les flèches sont d’image fermée.

Remarque 0.8. (i) La principale différence avec le cas d’un affinoïde sur-
convergent est que H1

HK(Y ) et H1
dR(Y ) ne sont pas forcément de dimension

finie, mais sont des limites projectives dénombrables d’espaces séparés de
dimension finie (ce sont donc des fréchets, mais des fréchets un peu parti-
culiers), cela explique les produits tensoriels complétés et l’isomorphisme de
Hyodo-Kato ιHK : C ⊗̂ C̆H

1
HK(Y ) ∼= H1

dR(Y ) fait aussi intervenir un produit
tensoriel complété. Les autres espaces sont des duaux de limites inductives
compactes de banachs.

(ii) Si Y est un affinoïde surconvergent ou une courbe sans bord (com-
pacte ou non), le noyau de H1

proét(Y,Qp(1)) → Ω1(Y ) est isomorphe à
tH1

HK(Y )ϕ=1, où t ∈ (B+
cris)

ϕ=p est le 2iπ p-adique de Fontaine.

0.2. Description combinatoire des diverses cohomologies

Expliquons maintenant comment décrire les objets apparaissant dans les
th. 0.1, 0.5 et 0.7 à partir de découpages en objets plus élémentaires. Ces

6. Notons que rendre un affinoïde surconvergent est une manière de supprimer
son bord.
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découpages sont induits par la stratification naturelle de la fibre spéciale
d’un modèle semi-stable sur OC (ouverts de lissité des composantes irré-
ductibles, et intersections de composantes irréductibles). Ils fournissent des
recouvrements ouverts dont la combinatoire est particulièrement simple (l’in-
tersection de trois ouverts est vide, l’intersection de deux ouverts est vide ou
est un « cercle fantôme », et chacun des ouverts est affine et a « bonne ré-
duction »), ce qui facilite les calculs à la Čech. Une des utilisations agréables
de ces découpages est la trivialisation de la construction de l’isomorphisme
de Hyodo-Kato (cette construction est, en général, assez pénible).

0.2.1. Découpage en shorts et jambes. Si Y est une courbe quasi-
compacte, on dispose d’une bijection entre les triangulations S de Y et les
modèles semi-stables de Y sur OC .

Choisissons donc une triangulation S et notons YS le modèle semi-stable
de Y qui lui est associé. On suppose S assez fine pour que les composantes
irréductibles de la fibre spéciale Y sp

S soient lisses et deux d’entre elles s’inter-
sectent en au plus un point. On voit Y sp

S comme une courbe propre sur kC mu-
nie d’un ensemble A de points marqués a = (Pa, μ(a)), avec A = Ac�(AKAc),
où :

• Ac est l’ensemble des points singuliers (intersections de deux compo-
santes irréductibles), pour lesquels μ(a) ∈ Q∗

+,
• si a ∈ A KAc, alors μ(a) = 0+ (les Pa, pour a ∈ A KAc, sont les points

de Y sp
S qu’il faut enlever pour obtenir la fibre spéciale au sens usuel).
Les composantes irréductibles de Y sp

S (qui sont donc propres et lisses)
sont en bijection avec S (on note Y sp

s la composante correspondant à s ∈ S).

A partir de ces données, on fabrique un graphe Γ, dont les sommets
sont S, les arêtes sont A, chaque arête a ayant pour longueur μ(a) et comme
extrémités les s ∈ S tels que Pa ∈ Y sp

s (et donc a ∈ Ac a deux extrémités
alors que a ∈ AKAc a une seule extrémité). Le graphe ainsi obtenu est donc le
graphe dual de la fibre spéciale au sens classique auquel on a ajouté des arêtes
de longueur 0+ aux sommets correspondant aux composantes irréductibles
non propres, une par point manquant.

Si s ∈ S, le tube Ys de Y sp
s privé de ses points marqués est un short

(i.e. (le modèle formel d’)un affinoïde avec bonne réduction), et si a ∈ Ac, le
tube Ya de Pa est une jambe (i.e. une couronne ouverte) de longueur μ(a) (on
a O(Ya) = OC [[Ta,s1 , Ta,s2 ]]/(Ta,s1Ta,s2 − pμ(a)), si s1, s2 sont les extrémités
de a).

Les Yi, pour i ∈ I = S �Ac, forment une partition de Y , mais si on veut
pouvoir reconstruire Y , il faut encore une donnée de recollement de Ys et Ya
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si s est une extrémité de a. Le point Pa détermine une valuation de rang 2 sur
O(Ys), et donc un cercle fantôme Ys,a (le choix d’un paramètre local fournit
un isomorphisme O(Ys,a) ∼= OC [[Ts,a, T

−1
s,a 〉, complété de OC [[Ts,a]][T

−1
s,a ] pour

la topologie p-adique), et on aussi un cercle fantôme Ya,s correspondant sur
Ya, et la donnée de recollement est un isomorphisme ιa,s : Ya,s ∼= Ys,a, i.e. un
isomorphisme OC [[Ts,a, T

−1
s,a 〉 ∼= OC [[Ta,s, T

−1
a,s 〉.

L’ensemble des données précédentes (i.e. Γ = (S,A,Ac, μ), les Yi pour
i ∈ I, les ιi,j pour (i, j) ∈ I2,c, où I2,c = {(a, s), a ∈ Ac et s extrémité de a})
est un patron de courbe. Ce qui précède explique 7 comment associer un
patron de courbe à une courbe munie d’une triangulation assez fine, et qu’on
peut reconstruire Y à partir de son patron. Réciproquement, on a le résultat
suivant, analogue adique 8 de résultats de Harbater [29] et Raynaud [42],
qui est un peu surprenant au vu de l’abondance de données de recollement
possibles.

Théorème 0.9. Si (Γ, (Yi)i∈I , (ιi,j)(i,j)∈I2,c) est un patron de courbe, il existe
un unique couple (Y, S), où Y est une courbe quasi-compacte et S une tri-
angulation de Y , dont ce soit le patron.

Remarque 0.10. (i) On peut s’amuser à varier les longueurs μ(a) des jambes
et multiplier les ιi,j par des αi,j ∈ O∗

C ou, ce qui revient au même, fixer les ιi,j
mais remplacer Ya par Y α

a , avec O(Y α
a ) = OC [[Ta,s1 , Ta,s2 ]]/(Ta,s1Ta,s2 − αa)

et αa ∈ mC K {0} (ou même αa ∈ mC si on se permet des courbes avec
des singularités nodales). Cela fournit (cf. no 3.6.3) des familles de courbes
paramêtrées par des produits de boules ouvertes.

(ii) On peut aussi, avec les mêmes techniques, fabriquer une courbe re-
lative sur Spa(Ainf ,Ainf) dont la fibre en p̃ = p (cf. no 0.4.1 pour p̃) est YS
et celle en p̃ = 0 est une courbe singulière sur OC̆ dont le graphe dual est le
même que celui de sa fibre spéciale (qui est aussi celle de YS).
Remarque 0.11. (i) En dimension supérieure, si on part d’une variété analy-
tique quasi-compacte Y ayant un modèle semi-stable YS sur OC , assez fin, on
peut découper cette variété en prenant les images réciproques des éléments
du découpage naturel de la fibre spéciale. Chaque pièce est une fibration en
affinoïdes ayant bonne réduction au-dessus d’une polycouronne, et ces pièces
se recollent le long de fibrations en affinoïdes au-dessus de polycouronnes

7. Comme un dessin vaut mieux qu’un long discours, le lecteur est invité à
consulter les dessins du chap. 3 pour une représentation « physique » des objets
ci-dessus.

8. Ou plutôt adoque, cf. (iii) de la rem. 2.2 et § 3.1. La géométrie adoque est à la
géométrie adique ce que le ticket choc est au ticket chic, écho lointain d’une époque
épique https://www.youtube.com/watch?v=247w8q1tPsY.

https://www.youtube.com/watch?v=247w8q1tPsY
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fantômes pour reconstruire Y . Cela devrait permettre de donner une des-
cription de la cohomologie de Y ne faisant intervenir que la combinatoire du
squelette de Y et la cohomologie d’affinoïdes avec bonne réduction et celle
de polycouronnes.

(ii) On peut se demander, en l’absence d’un théorème de réduction semi-
stable général, quelles sont les pièces minimales dont on a besoin pour re-
construire toute variété quasi-compacte lisse. En particulier, quel genre de
pièces fournit la théorie des altérations à la Hartl [30] et Temkin [46] ?

0.2.2. Applications à la cohomologie. Le découpage précédent d’une
courbe en shorts et jambes permet de ramener l’étude de la cohomologie
des courbes à celle des shorts et des jambes et celle du graphe Γ. De ma-
nière générale, si H• est une cohomologie à coefficients dans un module Λ,
raisonnable (en particulier, H0(Z) = Λπ0(Z) et, si Z est un cercle fantôme,
on dispose d’une application résidu H1(Yi,j) → Λ ayant les propriétés ha-
bituelles), ce découpage fournit une filtration naturelle sur H1(YS) dont les
quotients successifs 9 sont :

H1(YS) =
[
H1(Γ,Λ)

∏
i∈I H

1(Yi)0 H1
c (Γ,Λ)

∗ ]
,

où :
•H1(Γ,Λ) et H1

c (Γ,Λ) sont les groupes de cohomologie et de cohomologie
à support compact de l’espace topologique Γ et H1

c (Γ,Λ)
∗ est le Λ-dual de

H1
c (Γ,Λ) ; on a (cf. § 1.2 pour la définition des flèches correspondantes) :

H1(Γ,Λ) = Coker(ΛS → ΛAc) et H1
c (Γ,Λ)

∗ = Ker(ΛA → ΛS).

• H1(Yi)0 est l’ensemble des classes dont tous les résidus en les cercles
fantômes à la frontière de Yi sont nuls.

• La flèche H1(YS) → H1
c (Γ,Λ)

∗ est celle envoyant une classe sur la
collection de ses résidus.
Remarque 0.12. (i) Le sous-groupe H1(Γ,Λ) apparaît comme le conoyau de∏

i∈I H
0(Yi) →

∏
(i,j)∈I2,c H

0(Yi,j) ; voir le (ii) de la rem. 1.4 pour le lien
entre cette écriture et celle ci-dessus.

(ii) On dispose d’un opérateur Nμ : H1
c (Γ,Q)∗ → H1(Γ,Q) (de mono-

dromie) qui fait intervenir les longueurs μ(a) des arêtes. Cela munit H1(Y ),
si Λ est un Q-module, d’un opérateur de monodromie N (cf. rem. 1.6).

9. La notation M =
[
A B C

]
signifie que l’on a une filtration 0 = M0 ⊂

M1 ⊂ M2 ⊂ M3 = M avec M1 = A, M2/M1 = B et M3/M2 = C.
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Les cohomologies de de Rham, de Hyodo-Kato, ou proétale �-adique
(pour tout �) sont raisonnables, ce qui conduit au th. 0.13 ci-dessous.

On note ∂Y ⊂ S le bord analytique de Y , i.e. l’ensemble des s ∈ S tels
que Y sp

s contienne des points avec μ(a) = 0+ (i.e. les s tels que la composante
irréductible correspondante de la fibre spéciale classique ne soit pas propre).
On pose Sint = S K ∂Y , et on note Γint le sous-graphe de Γ obtenu en
supprimant les sommets de ∂Y et les arêtes ayant une extrémité dans ∂Y .

Théorème 0.13. (i) Si � �= p, alors H1
ét(Y,Q�(1)) admet une filtration

naturelle dont les quotients successifs sont

H1
ét(Y,Q�(1)) =

[
H1(Γ,Q�(1))

∏
s∈S

H1
ét(Y

sp
s ,Q�(1)) H1

c (Γ,Q�)
∗ ]

.

(ii) H1
HK(Y )sep admet une filtration naturelle de quotients successifs

H1
HK(Y )sep=

[
H1(Γint, C̆)

∏
s∈Sint

H1
rig(Y

sp
s )⊕

∏
s∈∂Y

H1
rig(Y

sp
s )[1] H1

c (Γ, C̆)∗(−1)
]

où le [1] en exposant désigne le sous-espace de pente 1 pour l’action de ϕ et
le twist (−1) signifie que l’on multiplie l’action naturelle de ϕ par p.

Remarque 0.14. (i) Les termes des filtrations ci-dessus ne dépendent pas de S
car H1

ét(P
1,Q�(1)) = 0 et H1

rig(P
1) = 0. Cela permet, en passant à la limite

sur tous les choix possibles, d’en déduire que tout est fonctoriel.
(ii) Pour Q�(1), le seul bonus de ce résultat par rapport à ce qui est dit ci-

dessus est l’identification (classique) de H1
ét(Ys,Q�(1))0 avec H1

ét(Y
sp
s ,Q�(1)).

(iii) Pour H1
HK, il faut se fatiguer un peu plus pour arriver au résultat :

l’identification (prop. 5.20) de H1
HK(Ys)

sep
0 et H1

rig(Y
sp
s )[1] utilise la théorie de

Cartier. Le passage de H1(Γ, C̆) à H1(Γint, C̆) découle du calcul (lemme 6.15)
de l’intersection de H1(Γ, C) et de l’adhérence de 0 dans H1

dR(Y ).
(iv) Si Y est propre, on a ∂Y = ∅, et la filtration du (ii) est à la base de

la construction de Coleman et Iovita [10].
(v) Le choix de r 	→ pr fournit une section de la projection modulo

H1(Γ,Q�(1)). La formule « de Picard-Lefschetz » (rem. 6.4), qui fait inter-
venir l’opérateur de monodromie N , décrit ce qui se passe quand on change
r 	→ pr.

En passant à la limite, on obtient le résultat suivant :

Théorème 0.15. Soit Y un affinoïde surconvergent ou une courbe sans bord,
et soit S une triangulation de Y , assez fine.
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(i) Si � �= p, alors H1
proét(Y,Q�(1)) admet une filtration naturelle de

quotients successifs

H1
proét(Y,Q�(1)) =

[
H1(Γ,Q�(1))

∏
s∈S H1

ét(Y
sp
s ,Q�(1)) H1

c (Γ,Q�)
∗ ]

.

(ii) H1
HK(Y ) admet une filtration naturelle de quotients successifs

H1
HK(Y ) =

[
H1(Γ, C̆)

∏
s∈S H1

rig(Y
sp
s ) H1

c (Γ, C̆)∗(−1)
]
.

Remarque 0.16. (i) Pour la même raison que ci-dessus, les termes des filtra-
tions ne dépendent pas de S.

(ii) Les actions de Aut(Y ) sur H1
proét(Y,Q�(1)) et H1

HK(Y ) fournissent
des représentations isomorphes (autant que faire se peut, i.e. après avoir
choisi un plongement de Q� dans C...). Si Y est défini sur une extension
finie K de Qp, les actions du groupe de Weil-Deligne WDK de K sont aussi
isomorphes. Voir [41] pour une autre approche dans le cas propre.

(iii) En utilisant les résultats connus [5, 21, 49] sur la cohomologie étale
�-adique de la tour de Drinfeld (en dimension 1), le (ii) fournit une preuve
du th. 0.4 de [15] qui donne une description de l’action de G × Ǧ × WDF

sur la cohomologie de Hyodo-Kato de la tour (dans [15], cette description est
obtenue en utilisant l’uniformisation de courbes de Shimura, la compatibilité
local-global et l’isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld).
Couplé avec le th. 0.7, cela permet de retrouver le th. 0.8 de [15] dont la
preuve utilise aussi des méthodes globales.

0.2.3. Symboles et intégration p-adique. Soient X une courbe com-
pacte, B ↪→ X un plongement de la boule unité fermée dans X et Y l’affi-
noïde de X complémentaire de l’image de la boule unité ouverte. On a alors
O(Y )∗/C∗ = O(Y )∗∗/(1 + mC), et H1

HK(X) = H1
HK(Y )sep. (Si on retire r

disques, alors H1
HK(Y )sep/H1

HK(X) ∼= C̆r−1.)
Soit J la jacobienne de X. On munit J(C) de la topologie obtenue en

voyant J(C) comme l’ensemble des C-points de la variété analytique rigide
associée à J ce qui en fait un groupe de Lie sur C ; si J est de dimension g,
son algèbre de Lie est isomorphe à Cg et, si n ∈ N est suffisamment grand
(disons n ≥ n0), l’application exponentielle expJ induit un isomorphisme de
(pnOC)

g sur un sous-groupe ouvert Un de J(C). Les translatés des Un, pour
n ≥ n0, forment alors une base de la topologie de J(C).

On déduit de la suite exacte de Kummer et du calcul [48] de H1(Y,O∗),
une suite exacte

0 → Qp ⊗̂O(Y )∗ → H1
ét(Y,Qp(1)) → Ĵ → 0,
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où Ĵ est le revêtement universel du groupe p-divisible de J , i.e. l’ensemble

Ĵ = {(xn)n∈Z, xn ∈ J(C), p · xn+1 = xn, lim
n→−∞

xn = 0}.

On en déduit, en comparant la suite exacte ci-dessus et celle du th. 0.1, le
résultat suivant qui est classique dans le cas de bonne réduction (ou pour les
groupes p-divisibles [22, 44]).

Théorème 0.17. On a un isomorphisme naturel

ιst : Ĵ
∼→ (B+

st ⊗H1
HK(X))N=0,ϕ=p.

Remarque 0.18. Si X est définie sur une extension finie K de Qp, et si
C = Cp, en utilisant des techniques d’intégration p-adique [6, 9, 11, 12] sur
les courbes, on peut donner une description explicite de cet isomorphisme.
Si J̃ est l’extension universelle de J , on dispose d’une application naturelle
GK-équivariante (Lemme 12 ou §B.2 de [12])

ιBdR
: Ĵ → J̃(B+

dR)

définie de la manière suivante : si x = (xn)n∈Z ∈ Ĵ , on choisit une suite
bornée (x̂n)n∈Z de relèvements des xn dans J̃(B+

dR), et on envoie x sur la
limite de pn · x̂n, quand n → +∞, la multiplication par pn étant celle sur J̃ .
Alors

ιst = log
˜J ◦ιBdR

,

où B+
st ⊗H1

HK(X) s’injecte dans B+
dR ⊗K H1

dR(X) via ιHK,

log
˜J : J̃(B+

dR) → B+
dR ⊗K H1

dR(J)
∗

est le logarithme de J̃ à valeurs dans son algèbre de Lie, et on a des iden-
tifications H1

dR(J)
∗ ∼= H1

dR(X)∗ ∼= H1
dR(X), la seconde étant fournie par le

cup-produit dans H2
dR(X) ∼= K.

0.3. Preuves

Soient Y une courbe quasi-compacte, S une triangulation assez fine, YS
le modèle associé et (Γ, (Yi)i∈I , (ιi,j)(i,j)∈I2,c) le patron correspondant.

La preuve des th. 0.1 et 0.4 repose sur :
• la définition d’un groupe de symboles Symbp(Y ), :
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• la construction de régulateurs étale Symbp(Y ) → H1
ét(Y,Qp(1)) et

syntomique Symbp(Y ) → H1
syn(YS , 1) qui s’avèrent être des isomorphismes,

• une description de H1
syn(YS , 1) en termes du complexe de de Rham et

de ses variantes.

0.3.1. Symboles. Soit Y une courbe quasi-compacte et soient C(Y ) le
corps des fonctions rationnelles sur Y et Div(Y ) le groupe des sommes
formelles

∑
x∈Y (C) nx x, avec nx ∈ Z pour tout x ∈ Y (C) (on dit que∑

x∈Y (C) nxx est à support fini si nx = 0 pour tout x sauf un nombre fini).
Si � est un nombre premier, on définit le groupe de symboles Symb�(Y )

comme

Symb�(Y ) :=
{(fn)n∈N, fn ∈ C(Y )∗, Div(fn) ∈ �nDiv(Y ), fn+1/fn ∈ (C(Y )∗)�

n}
{(h�n

n ), hn ∈ C(Y )∗}

On a une suite exacte

0→H1(Γ,Z�(1))→Symb�(Y )→Ker
(∏
i∈I

Symb�(Y
gen
i ) →

∏
(i,j)∈I2,c

Symb�(Y
gen
i,j )

)
où les « gen » en exposant signifient « fibre générique » et les Symb�(Y

gen
i )

sont définis comme ci-dessus en imposant que le diviseur de fn soit à support
fini si Yi est une jambe (c’est automatique pour Y ou pour un short, par
quasi-compacité).

0.3.2. Régulateur étale. L’application qui, à une fonction, associe sa
classe de Kummer, fournit un régulateur étale Symb�(Y ) → H1

ét(Y,Z�(1)) et
la suite exacte de Kummer

0 → (Z/�n)⊗ O(Y )∗ → H1
ét(Y, (Z/�

n)(1)) → Pic(Y )[�n] → 0

permet de montrer (cor. 5.5) que ce régulateur fournit un isomorphisme

Symb�(Y )
∼−→ H1

ét(Y,Z�(1)).

En utilisant la suite exacte ci-dessus, cela ramène le calcul de H1
ét(Y,Z�(1))

à celui des groupes Symb�(Y
gen
i ). Si � �= p, ce calcul est trivial si Yi est une

jambe (lemme 4.4) et classique si Yi est un short (prop. 5.10) ; on en déduit
le (i) du th. 0.13 et la formule « de Picard-Lefschetz » (rem. 6.4, résultats on
ne peut plus classiques).
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0.3.3. Régulateur syntomique. Si � = p, on utilise des méthodes syn-
tomiques pour faire le calcul. On note Syn(YS , 1) le complexe total associé
au complexe double 10

∏
i∈I F

1O(Ỹi)

1−ϕ

p

∏
i∈I Ω

1(Ỹi)⊕
∏

(i,j)∈I2,cF
1O(Ỹi,j)

1−ϕ

p
1−ϕ

p

∏
(i,j)∈I2,cΩ

1(Ỹi,j)d=0

1−ϕ

p∏
i∈I O(Ỹi)

∏
i∈I Ω

1(Ỹi)⊕
∏

(i,j)∈I2,cO(Ỹi,j)
∏

(i,j)∈I2,cΩ
1(Ỹi,j)d=0

dans lequel, si Z = Yi, Yi,j , O(Z̃) est une Acris-algèbre munie d’un frobe-
nius ϕ et d’une surjection θ : O(Z̃) → O(Z) dont la restriction à Acris est
l’application de Fontaine θ : Acris → OC , F 1O(Z̃) = Ker θ, et Ω1(Z̃) est le
module Ω1

O( ˜Z)/Acris

. Il y a des choix naturels pour les O(Z̃) qui simplifient

grandement les calculs 11 :
• un short Ys est obtenu par extension des scalaires à partir d’un schéma

formel Y̆s lisse sur OC̆ , et on pose O(Ỹs) = Acris ⊗̂ OC̆
O(Y̆s) (et on choisit un

ϕ sur O(Y̆s)) ;
• une jambe Ya de longueur r vérifie O(Ya) = OC [[T1, T2]]/(T1T2−pr), et

on pose O(Ỹa) = Acris[[T1, T2]]/(T1T2 − p̃r), où p̃r ∈ Acris est un teichmüller
vérifiant θ(p̃r) = pr (et on prend ϕ défini par ϕ(Ti) = T p

i , si i = 1, 2).
Le complexe Syn(YS , 1) est le complexe double associé au cône

[ F 1CdR(ỸS)
1−ϕ/p

CdR(ỸS) ],

où CdR(ỸS) est le complexe

∏
i∈I O(Ỹi)

∏
i∈I Ω

1(Ỹi)⊕
∏

(i,j)∈I2,c O(Ỹi,j)
∏

(i,j)∈I2,c Ω
1(Ỹi,j)d=0

qui calcule la cohomologie cristalline logarithmique absolue de YS .
On note H i

Syn(YS , 1) les groupes de cohomologie du complexe Syn(YS , 1).

On définit un régulateur syntomique Symbp(Y ) → H1
syn(YS , 1) en en-

voyant (fn)n∈N sur le cocycle lim
n→∞

(df̃n,i

f̃n,i

, 1p log
ϕ(f̃n,i)

f̃p
n,i

, log( f̃n,i

f̃n,j

)
)
, où f̃n,i ∈

O(Ỹi) est un relèvement de la restriction de fn à Yi (il faut prendre un peu
de précautions en choisissant ces relèvements car fn peut avoir des zéros et

10. Le frobenius ϕ sur Ω1 est défini de telle sorte que ϕ ◦ d = d ◦ ϕ.
11. L’anneau O(Ỹi,j) ci-dessus correspond à l’anneau O(Ỹi,j)

PD du no 6.3.4.
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des pôles, mais la limite est holomorphe car les multiplicités de ces zéros et
pôles sont divisibles par pn). On prouve alors (prop. 6.24) que ce régulateur
syntomique induit un isomorphisme

Symbp(Y )
∼−→ H1

syn(YS , 1).

On commence par prouver le résultat pour les Yi (le cas des shorts (th. 5.34)
est nettement plus délicat que celui des jambes (prop. 4.11)), et on recolle.

0.3.4. Cohomologie syntomique et cohomologie de Hyodo-Kato.
Les groupes de cohomologie de CdR(Y ) = C⊗Acris

CdR(ỸS) sont les H i
dR(Y ),

et les H i
HK(Y ) sont, par définition, les groupes de cohomologie du complexe

CdR(Y̆S) := C̆ ⊗Acris
CdR(ỸS) (les extensions de scalaires se font via les

morphismes θ : Acris → OC et θ0 : Acris → OC̆ du no 0.4.1).
Par ailleurs, on peut (lemme 6.19) modifier légèrement CdR(ỸS) pour

obtenir un complexe CdR(ỸS) quasi-isomorphe, de telle sorte que l’inclusion
OC̆ ↪→ Acris induise un morphisme de complexes CdR(Y̆S) → Qp⊗CdR(ỸS),
commutant à ϕ, et section de Qp ⊗ CdR(ỸS) → CdR(Y̆S), ce qui fournit
(quasiment gratuitement) des isomorphismes

Qp ⊗H1
dR(ỸS)

∼= B+
cris ⊗̂ C̆H

1
HK(Y ) et ιHK : H1

dR(Y ) ∼= C ⊗̂ C̆H
1
HK(Y ).

En jouant avec les différentes présentations possibles du cône ci-dessus,
on obtient une suite exacte

0 O(Y )/C Qp ⊗H1
syn(YS , 1) Qp ⊗H1

dR(ỸS)
ϕ=p

H1(Y,O) Qp ⊗H2
syn(YS , 1) · · ·

Si Y est compacte, O(Y ) = C et la flèche Qp ⊗ H1(ỸS)
ϕ=p → H1(Y,O)

est surjective, alors que si Y n’est pas compacte, H1(Y,O) = 0. Si Y est un
affinoïde, cela fournit donc une suite exacte

0 → O(Y )/C → Qp ⊗H1
syn(YS , 1) → (B+

cris ⊗̂ C̆H
1
HK(Y ))ϕ=p → 0.

Pour passer de H1
HK(Y ) à H1

HK(Y )sep, il s’agit de comprendre le lien entre
(Qp ⊗̂O(Y )∗∗)/ exp(O(Y )) et l’adhérence de 0 dans (B+

cris ⊗̂ C̆H
1
HK(Y ))ϕ=p.

Localement, ceci entre dans l’isomorphisme Symbp(Y
gen
i ) ∼= H1

syn(Yi, 1) (im-
plicitement pour les jambes (prop. 4.11) et explicitement pour les shorts
(prop. 5.32)) et le cas général s’obtient par recollement (th. 6.30).
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Remarque 0.19. On dispose de vrais isomorphismes

H1
ét(Y,Zp(1))

∼← Symbp(Y )
∼→ H1

syn(YS , 1),

ne faisant pas intervenir de dénominateurs (au moins si p �= 2). Les dénomi-
nateurs apparaissent dans la description de H1

dR(ỸS) en termes de H1
HK(Y ) ;

ces dénominateurs dépendent des longueurs des jambes de YS (plus ces
jambes sont courtes et plus les résultats sont imprécis). Si Y est un affi-
noïde, on a une suite p2-exacte (th. 6.30) :

0 → Zp ⊗̂O(Y )∗∗ → H1
syn(YS , 1) → (H1

dR(ỸS)
sep)ϕ=p → H1(YS ,O),

et H1(YS ,O) est tué par une puissance de p.

0.4. Quelques notations et définitions

0.4.1. Anneaux de périodes. On fixe un morphisme r 	→ pr de (Q,+)

dans (C∗,×) prenant la valeur p pour r = 1. Cela fournit aussi un morphisme
r 	→ p̃r du monoïde Q+ dans W (O


C) = Ainf ⊂ Acris, avec p̃r = [(pr)
] et
(pr)
 = (pr, pr/p, . . . ). On note

θ0 : Acris → OC̆ et θ : Acris → OC

les morphismes usuels (on a θ(p̃r) = pr si r ≥ 0, et θ0(p̃
r) = 0 si r > 0).

0.4.2. Séries entières. Si A est un anneau topologique séparé et complet
pour la topologie I-adique, où I est un idéal de A de type fini et contenant
p, et si x = (x1, . . . , xd), on note :

• A[[x]] l’anneau des séries entières
∑

i∈Nd aix
i, ai ∈ A pour tout i,

• A〈x〉 le sous-anneau de A[[x]] des
∑

i∈Nd aix
i, ai → 0 quand i → ∞,

• A[[x]]† le sous-anneau de A[[x]] des
∑

i∈Nd aix
i tels qu’il existe r > 0

tel que ai ∈ p�r|i|	A, pour tout i,
• A[[T, T−1〉 le complété de A[[T ]][T−1] pour la topologie I-adique.

0.4.3. Boules, couronnes, cercles fantômes. On appelle 12 boule unité
ouverte un schéma formel de la forme Spf(OC [[T ]]). Une jambe Y est un
schéma formel de la forme Spf(OC [[T1, T2]]/(T1T2 − α)), avec α ∈ mC . La

12. On renvoie au no 3.1.2 pour un point de vue adoque sur ces objets.
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longueur 13, de Y est vp(α) et on l’oriente en choisissant T1 comme paramètre
local (choisir T2 à la place renverse l’orientation). On appelle cercle fantôme
un schéma formel de la forme Spf(OC [[T, T

−1〉).
La frontière de la boule unité Spf(OC [[T ]]) est Spf(OC [[T, T

−1〉) (un
cercle fantôme). La frontière de la jambe Spf(OC [[T1, T2]]/(T1T2 − α)) est
la réunion disjointe de Y1 = Spf(OC [[T1, T

−1
1 〉) et Y2 = Spf(OC [[T2, T

−1
2 〉)

(deux cercles fantômes). Dans les deux cas, la frontière est incluse dans l’es-
pace.

Si Y est un schéma formel sur OC , on pose O(Y gen) = O(Y )[1p ]. On
renvoie à l’appendice (en particulier au § A.4) pour des considérations sur
les fibres génériques.

0.4.4. Résidus. Si Y est un cercle fantôme Spf(OC [[T, T
−1〉), on note

Ω1(Y ) le module OC [[T, T
−1〉dTT des formes différentielles continues sur Y . Si

ω =
∑

k∈Z αkT
k dT

T , on définit 14 son résidu ResY (ω) (ou simplement Res(ω))
par la formule ResY (ω) = α0.

Si Y est une couronne Spf(OC [[T1, T2]]/(T1T2 − α)), on note Ω1(Y )
le module OC [[T1,

α
T1
]]dT1

T1
des formes différentielles continues. Si

ω =
∑

k∈Z αkT
k
1
dT1

T1
, on définit son résidu ResY (ω) par la formule ResY (ω) =

α0. Notons que ResY (ω) dépend de l’orientation de Y : comme dT1

T1
+ dT2

T2
= 0,

changer l’orientation change le signe de ResY (ω). Notons aussi que, si Y1, Y2
sont les cercles fantômes à la frontière de Y , on a ResY (ω) = ResY1

(ω) =
−ResY2

(ω).

1. Cohomologie des graphes

Ce court chapitre contient des définitions de base concernant les graphes.
Comme nous le verrons, on peut associer à une courbe analytique X (resp. à
un modèle semi-stable XS de X) deux graphes, à savoir son squelette ana-
lytique Γan(X), cf. no 2.3.3, et le graphe dual Γ(Xsp) de sa fibre spéciale,
cf. § 8.2, (resp. Γ(S) et Γ(Xsp

S ) = Γad(S), cf. no 2.3.4 et § 2.4). Si X est une
courbe sans bord, ces deux graphes sont égaux mais, si X a un bord, le
squelette Γan(X) est naturellement muni d’une métrique, alors que Γ(Xsp)

13. Elle ne dépend pas du choix de l’uniformisante T1 grâce au lemme 4.2 :
l’inclusion de Λ := OC [[T1, T2]]/(T1T2−α) dans OC [[Ti, T

−1
i 〉 fournit, si u ∈ (Λ[ 1p ])

∗,
des couples (v1(u), v′1(u)) et (v2(u), v′2(u)) qui, si u ∈ O(Y ), sont reliés par la formule
v2(u) = v1(u) + v′1(u)vp(α) et v′2(u) = −v′1(u).

14. L’indépendance de ce résidu par rapport au choix de T résulte du lemme 4.2 :
si u ∈ (OC [[T, T

−1〉)∗, on a Res(duu ) = v′(u) (indépendant du choix de T ) et le cas
général s’en déduit par linéarité et continuité.
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est seulement muni d’une semi-métrique et son séparé est Γan(X). La raison
pour laquelle nous nous intéressons à ces notions est que la cohomologie de
X (resp. XS) a une décomposition naturelle faisant intervenir la cohomologie
de Γ(Xsp) (resp. Γ(Xsp

S )).

1.1. Graphes

1.1.1. Sommets et arêtes. Un graphe 15 Γ est un espace topologique
séparé muni d’un sous-ensemble discret S (les sommets de Γ) tel que les
composantes connexes de Γ K S (les arêtes de Γ) soient des courbes réelles
sans bord (i.e. homéomorphes à des segments ouverts ou des cercles).

On note A l’ensemble des arêtes. Si a ∈ A, on note S(a) l’ensemble des
s ∈ S dans l’adhérence de a (les extrémités de a) et a l’adhérence de a dans Γ
(réunion de a et S(a)). Alors S(a) contient au plus deux points. Remarquons
que, si Γ est connexe, et si A contient une arête a sans extrémité, alors Γ = a
(et S = ∅ et A = {a}) ; dans le cas contraire, toutes les arêtes ont au moins
une extrémité et, en particulier, ce sont toutes des segments.

On note Ac l’ensemble des arêtes a telles que a soit compacte.

1.1.2. Orientation. On dit que Γ est orienté si toutes les arêtes sont
munies d’une orientation. Dans ce cas, on peut différencier les extrémités
d’une arête a, et on note s1(a) l’origine de a et s2(a) le bout de a (s’ils
existent : si Γ n’est pas un cercle sans sommet, alors a a une origine et un bout
si et seulement si a ∈ Ac, notons que rien n’empêche alors que s2(a) = s1(a) ;
si Γ n’est pas un segment sans sommet, alors une arête n’appartenant pas à
Ac a soit une origine, soit un bout, mais pas les deux à la fois).

Soit Γ un graphe orienté. Si s ∈ S, on pose

A(s)+ = {a ∈ A, s1(a) = s}, A(s)− = {a ∈ A, s2(a) = s},
A(s) = A(s)+ ∪A(s)−, Ac(s) = A(s) ∩Ac,

et donc A(s) (resp. Ac(s)) est l’ensemble des arêtes (resp. arêtes relativement
compactes) dont une des extrémités est s. Le cardinal de A(s) est la valence
de s.

1.1.3. L’ensemble R
∗
+ des longueurs. On note R∗

+ l’ensemble constitué
des :

• r, pour r ∈ R∗
+ � {∞, 2∞},

• r+ pour r ∈ R+ � {∞},
• r++ pour r ∈ R+.

15. Tous nos graphes sont supposés localement finis, i.e. tout point de Γ a un
voisinage U tel que U ∩ (Γ K S) n’ait qu’un nombre fini de composantes connexes.
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1.1.4. Métrique. On dit que Γ est métrisé si, pour toute arête a, son
adhérence a est munie d’un homéomorphisme sur un intervalle de R (pas
forcément de longueur finie) ou un homothétique du cercle unité. On note
alors μ(a) ∈ R∗

+ � {∞, 2∞} la longueur de l’arête a (i.e. la longueur de
l’intervalle ou du cercle correspondant), en posant μ(a) = ∞ si l’intervalle
de R est une demi-droite et μ(a) = 2∞ si cet intervalle est R tout entier.
Un graphe métrisé est naturellement un espace métrique.

On dit que Γ est semi-métrisé si :
• L’adhérence a de tout a ∈ Ac est munie d’un homéomorphisme sur

un intervalle (compact) de R ou un homothétique du cercle unité.
• L’adhérence a de tout a ∈ A KAc est munie d’une application conti-

nue a → R induisant un homéomorphisme d’un sous-intervalle a′ contenant
l’extrémité éventuelle de a sur un sous-intervalle de R, et contractant les
bouts de a, i.e. les composantes connexes de a K a′ (au nombre de 0, 1 ou 2)
en des points.

On définit la longueur μ(a) ∈ R
∗
+, si a ∈ A, par :

• Si a ∈ Ac, alors μ(a) ∈ R∗
+ � {∞, 2∞} est la longueur de l’intervalle

ou du cercle correspondant.
• Si a ∈ A K Ac, et si r ∈ R∗

+ � {∞, 2∞} est la longueur du segment
correspondant, alors μ(a) = r (resp. μ(a) = r+, resp. μ(a) = r++) si a K a′

a 0 (resp. 1, resp. 2) composantes connexes. (Le nombre de + est le nombre
de bouts.)
Remarque 1.1. Si Γ est semi-métrisé, on peut fabriquer à partir de Γ un
graphe Γ métrisé, appelé le séparé de Γ, en remplaçant a par a′ si a ∈ AKAc

(i.e. en contractant tous les bouts d’arêtes de longueur nulle) et en rajoutant
les extrémités de a′ aux sommets (par exemple, si a a une extrémité s, et si
a′ est compact, alors une des extrémités de a′ est s et l’autre est un nouveau
sommet).

Pour retrouver Γ à partir de Γ, il faut rajouter des arêtes de longueur
nulle et supprimer les sommets dont la valence est passée de 1 à 2.

Un graphe semi-métrisé est dit :
• compact s’il est métrisé et l’espace métrique associé est compact,
• quasi-compact si son séparé est compact,
• complet s’il est métrisé et l’espace métrique associé est complet.

Il est facile de vérifier que :
• Γ est compact si et seulement si il est quasi-compact et complet.
• Γ est compact si et seulement si S est fini et A = Ac.
• Un graphe fini est complet si et seulement si les éléments de A KAc

sont de longueur ∞.
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1.2. Cohomologie

Soient Γ un graphe orienté ayant un nombre fini de composantes connexes
et L un groupe abélien.

1.2.1. Cohomologie et cohomologie à support compact. On dispose
des groupes de cohomologie H i(Γ, L), pour i = 0, 1, et de cohomologie à sup-
port compact H i

c(Γ, L), pour i = 0, 1. Alors dimLH0(Γ, L) est le nombre de
composantes connexes de Γ et dimLH0

c (Γ, L) est le nombre de ses compo-
santes connexes compactes.

Les groupes H1(Γ, L) et H1
c (Γ, L) ont une description combinatoire très

utile. Si X = Ac, A, S, on note LX l’espace des fonctions φ : X → L et L(X)

le sous-espace de LX des fonctions à support fini. On dispose d’applications

∂ : LS → LAc et ∂ : L(S) → L(Ac),

définies par :

∂φ(a) = φ(s2(a))− φ(s1(a)).

Alors

H1(Γ, L) = Coker
[
∂ : LS → LAc

]
et H1

c (Γ, L) = Coker
[
∂ : L(S) → L(A)

]
.

Remarque 1.2. (o) Si Γ est compact, alors H1
c (Γ, L) = H1(Γ, L).

(i) Si A ne contient pas d’arête sans extrémité, alors S rencontre toutes
les composantes connexes de Γ et H0(Γ, L) = Ker

[
∂ : LS → LAc

]
, et si A

ne contient pas de cercle, alors S rencontre toutes les composantes connexes
compactes, et H0

c (Γ, L) = Ker
[
∂ : L(S) → L(A)

]
.

(ii) Si S est fini, la restriction à Ac d’une fonction sur A induit une suite
exacte :

0 → H0
c (Γ, L) → H0(Γ, L) → LAKAc → H1

c (Γ, L) → H1(Γ, L) → 0.

En particulier, si Γ est connexe et non compact (et S fini), on a une suite
exacte :

0 → L → LAKAc → H1
c (Γ, L) → H1(Γ, L) → 0.
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1.2.2. L’opérateur ∂∗. Comme Γ est supposé localement fini, on dispose
d’applications

∂∗ : LA → LS et ∂∗ : L(A) → L(S),

définies par
∂∗φ(s) =

∑
a∈A(s)+

φ(a)−
∑

a∈A(s)−

φ(a).

Les espaces LS et LA sont les duaux de L(S) et L(A), et ∂∗ est l’adjoint
de ∂. Il s’ensuit que :

Ker
[
∂∗ : LA → LS

]
= H1

c (Γ, L)
∗.

Remarque 1.3. Si s ∈ S, notons ∂∗
s : LA(s) → L{s} la restriction de ∂∗.

Comme LA = Ker
[∏

s L
A(s) → LAc

]
(car a ∈ Ac apparaît dans exactement

deux A(s)), on a aussi

H1
c (Γ, L)

∗ = Ker
[∏

s

Ker
[
∂∗
s : LA(s) → L{s}] → LAc

]
.

1.2.3. Graphes bipartites marqués. A partir d’un graphe semi-métriśe
Γ = (S,A, μ), on peut fabriquer un nouveau graphe Γ(2) = (I, I2, μ) en
rajoutant un sommet sur chaque arête relativement compacte (ce qui découpe
l’arête en deux), et en donnant au nouveau point une multiplicité égale à
μ(a) ; la structure obtenue est appelée un graphe bipartite marqué (bipartite
car les sommets sont de deux types possibles : des sommets standard et
des sommets de valence 2 munis d’une multiplicité). Les ensembles I des
sommets, I2 des arêtes et I2,c des arêtes relativement compactes de Γ(2) sont
donnés par

I = Ac � S, I2 = {(a, s), a ∈ A, s ∈ S(a)}
I2,c = {(a, s), a ∈ Ac, s ∈ S(a)}.

On a I2 = I2,c � (A KAc).
Remarque 1.4. (o) La construction ci-dessus peut s’inverser et permet de
construire un graphe semi-métrisé à partir d’un graphe bipartite marqué.

(i) Le graphe Γ(2) possède une orientation naturelle : toute arête de Γ(2)

a exactement une extrémité appartenant à S, et on prend cette extrémité
comme origine.

(ii) Le graphe Γ(2) est, topologiquement, homéomorphe à Γ, et donc à
même cohomologie. Il s’ensuit que les complexes naturels KI → KI2,c et
KI2 → KI calculent aussi la cohomologie de Γ.
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1.2.4. Monodromie. Si Γ est métrisé ou semi-métrisé, et si μ(a) ∈ Q
pour tout a ∈ Ac, on définit un opérateur de monodromie,

Nμ : H1
c (Γ, L)

∗ → H1(Γ, L)

en prenant la composée de μ : KA → KAc , qui envoie φ sur la restriction à
Ac de (a 	→ μ(a)φ(a)), et de l’application naturelle KAc → H1(Γ, L).
Remarque 1.5. Si Γ est compact et métrisé, alors Nμ est un isomorphisme.
Remarque 1.6. Soit M un Λ-module admettant H1

c (Γ,Λ)
∗ comme quotient

et H1(Γ′,Λ) comme sous-objet, où Γ′ est un sous-graphe de Γ. Alors M
est naturellement muni d’un opérateur de monodromie N défini comme la
composée :

M → H1
c (Γ,Λ)

∗ Nμ−→ H1(Γ,Λ) → H1(Γ′,Λ) → M,

où les flèches autres que Nμ sont les flèches évidentes. Si l’image de H1(Γ′,Λ)
dans H1

c (Γ,Λ)
∗ est nulle, alors N est nilpotent d’exposant 2 (i.e. N ◦N = 0).

2. Courbes analytiques

Soit C un corps algébriquement clos, complet pour une valuation vp (à
valeurs réelles) vérifiant vp(p) = 1. Le but de ce chapitre est de rappeler
rapidement les principaux résultats concernant la structure des courbes ana-
lytiques sur C. Nous renvoyons le lecteur à [1], [2], [20] pour plus de détails
et les preuves des résultats énoncés ci-dessous.

Une courbe analytique (ou simplement courbe) est un espace rigide analy-
tique séparé, purement de dimension 1 et lisse (sur le corps de base). L’espace
de Berkovich associé à une courbe sur C est une courbe C-analytique quasi-
lisse au sens de [20] (une telle courbe peut donc avoir un bord non vide).
Pour simplifier, nous supposerons sans mention explicite du contraire que les
courbes sont connexes. Si K est un sous-corps fermé de C, une telle courbe
Y est dite définie sur K si elle est obtenue, par extension des scalaires, à
partir d’une K-courbe YK .

2.1. Structure globale d’une courbe

Une C-courbe analytique est soit propre (auquel cas c’est l’espace analy-
tique associé à une courbe projective), soit une réunion croissante d’affinoïdes
de dimension 1 et même une réunion croissante stricte (chaque affinoïde est
inclus dans l’intérieur du suivant) si la courbe est sans bord (et non propre).
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Plus généralement et plus précisément, soit K un sous-corps fermé de C

et soit X un K-espace analytique séparé, de dimension 1 (non nécessairement
lisse).

• Si X est quasi-compact et irréductible, alors X est affinoïde ou projec-
tif, i.e. l’analytifié d’une courbe algébrique projective sur K [25, th. 2]. Du
point de vue de la théorie de Berkovich, toute courbe analytique compacte
(en tant qu’espace topologique) et irréductible X est isomorphe à un do-
maine analytique d’une courbe projective, et X est affinoïde si et seulement
si le bord de X est non vide [20, th. 6.1.3, cor. 6.1.4].

• Si X est quasi-compact et purement de dimension 1, on peut décrire
les affinoïdes de X comme suit. Si f est une fonction méromorphe globale
sur X, notons Uf l’ensemble des x ∈ X pour lesquels f est analytique au
voisinage de x et vérifie |f(x)| ≤ 1. Tout affinoïde U de X est de la forme Uf

[25, th. 3] et, si X = Y an pour une courbe algébrique projective Y , f peut
être choisie rationnelle sur Y . Si de plus Y est connexe et régulière 16 et si
f est une fonction rationnelle, mais pas régulière sur Y tout entier, alors Uf

est un affinoïde [25, prop. 2, p. 168].
Supposons de plus que X est connexe. Alors X est paracompact (i.e.

possède un recouvrement affinoïde localement fini), en particulier X est une
réunion dénombrable croissante d’affinoïdes, cf. [38] et [20, th. 4.5.10]. Plus
précisément, le résultat principal de [38] montre que X possède un modèle
formel X plat, séparé et localement de type fini sur OK , et X possède un
recouvrement localement fini par des ouverts affines. De plus :

• Si X est lisse, on peut imposer à X d’être semi-stable, i.e. les singularités
de la fibre spéciale sont nodales.

• Si X est lisse, rappelons que X est dit quasi-Stein s’il possède un
recouvrement affinoide admissible croissant (Xn)n≥1 tel que les flèches de
restriction OX(Xn+1) → OX(Xn) aient une image dense pour tout n. Si Xn

est relativement compact dans Xn+1 pour tout n, l’espace est dit Stein. De
plus, si X est Stein et lisse les composantes irréductibles de la fibre spéciale
de X sont propres.

Enfin, tout affinoïde connexe, de dimension 1 et lisse sur C est un do-
maine affinoïde d’une courbe propre et lisse, et s’obtient en retirant une
famille finie de disques ouverts, deux à deux disjoints, de cette courbe [48]
(voir aussi la prop. 3.15).

16. Sans cette hypothèse de régularité le résultat qui suit tombe en défaut.
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2.2. Affinoïdes

2.2.1. Algèbres de Tate. Soient K un sous-corps fermé de C, d’anneau
des entiers OK , d’idéal maximal mK et de corps résiduel kK . Si Y est un
affinoïde sur K, on note :

• O+(Y ) le sous-anneau de O(Y ) des fonctions à valeurs entières, i.e. de
norme spectrale ≤ 1.

• O++(Y ) l’idéal mC ⊗OC
O+(Y ) de O+(Y ), i.e. l’idéal des fonctions de

norme spectrale < 1.
• O(Y )∗∗ le sous-groupe 1 + O++(Y ) de O(Y )∗.
Si Y est un affinoïde réduit sur K et si K est de valuation discrète ou bien

algébriquement clos, alors O+(Y ) est une algèbre de Tate sur OK , i.e. une
algèbre de la forme OK〈x1, . . . , xn〉/I, où I est un idéal de type fini, OK-
saturé. Cela résulte du théorème de finitude de Grauert-Remmert-Gruson
[39, th. 3.1.17] et du théorème de Gruson-Raynaud [39, th. 3.2.1].

Lemme 2.1. Si f ∈ O(Y )∗∗, alors log f ∈ O(Y ).

Démonstration. On peut écrire f = 1+ g avec g ∈ O++(Y ), et alors log f =∑
n≥1

(−1)n−1

n gn, et la série converge dans O(Y ).

2.2.2. Bord, frontière, cercles fantômes et résidus. Soit Y un affi-
noïde sur C. La kC-algèbre O(Y ) := O+(Y )/O++(Y ) = O+(Y )⊗OC

kC est
de type fini sur kC (cela résulte du lemme de normalisation de Noether et de
[39, th. 3.1.17]). On appelle Y := Spec(O(Y )) la réduction canonique de Y .
L’application de réduction r : Y → Y est surjective et anti-continue 17 et
la fibre de r en tout point maximal de Y est un singleton. L’image inverse
de l’ensemble des points maximaux (i.e. points génériques des composantes
irréductibles) de Y est le bord de Shilov de Y , i.e. le plus petit fermé de Y sur
lequel toute fonction |f | (f ∈ O(Y )) atteint son maximum. Si Y est réduit
et si U est un ouvert affine de Y , le tube ]U [= r−1(U) de U est un affinoïde
de Y et sa réduction canonique s’identifie à U [24, lemma 4.8.1].

Soit Y un affinoïde lisse, de dimension 1 sur C. Alors Y est une courbe af-
fine sur kC (en général ni lisse, ni irréductible) sans multiplicités. Le bord ∂Y
de Y (vu comme espace de Berkovich) coïncide avec le bord de Shilov de Y
et est en bijection avec l’ensemble des composantes irréductibles de Y : si
s ∈ ∂Y , la composante irréductible Ys qui lui correspond est affine et définit
une valuation (de Gauss) vs sur O(Y ), et donc un point de type 2 de l’espace
de Berkovich associé à Y .

17. On considère ici Y comme espace de Berkovich, pas comme espace rigide
analytique.
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Si s ∈ ∂Y , on associe à s un ensemble A0(s) (qui sera un ensemble
d’arêtes de sommet s quand on aura défini le graphe dual de la fibre spéciale
de Y ). Cet ensemble est en bijection avec les points de Y s K Ys, où Y s est
la compactifiée de la courbe Ys par des points lisses. Si a ∈ A0(s), on lui
associe :

• un point Pa de Y s K Ys,
• une valuation vs,a de rang 2 sur O(Y ) par vs,a(f) = (vs(f), vPa

(α−1f)),
où α ∈ C vérifie vp(α) = vs(f).

Si ω ∈ Ω1(Y ), et si a ∈ A0(s), on définit le résidu Resa(ω) comme le
résidu de la restriction de ω à Ya,s (i.e. le coefficient α0 dans le développement
ω|Ya,s

=
∑

k∈Z αkT
k dT

T ). On a
∑

s∈∂Y
∑

a∈A0(s)
Resa(ω) = 0.

Remarque 2.2. (i) Comme Pa /∈ Ys, si a ∈ A0(s), la valuation vs,a n’est pas
totalement positive sur O+(Y ) et vs,a est un point (de type 5) du bord

∂Y ad = Spa
(
O(Y ),OC + O++(Y )

)
K Spa

(
O(Y ),O+(Y )

)
de l’espace adique associé à Y .

(ii) Si T ∈ Fr(O(Y )) vérifie vs,a(T ) = (0, 1), l’anneau des entiers du com-
plété de Fr(O(Y )) pour vs,a est OC [[T, T

−1〉. Le schéma formel Ya,s associé
est un « cercle fantôme », obtenu en « retirant » tous les points visibles du
cercle Sp(C〈T, T−1〉).

On définit la frontière ∂adY de Y comme la réunion 18 des cercles fan-
tômes Ys,a, pour s ∈ ∂Y et a ∈ A0(s). L’application vs,a 	→ Ys,a fournit une
bijection de ∂Y ad sur l’ensemble de ces cercles fantômes, et la frontière peut
aussi être vue comme le « bord adique » de Y .

(iii) Il y a (au moins) deux manières de se représenter une courbe p-
adique : soit comme un graphe (à la Berkovich ou à la Huber), soit comme
une surface de Riemann. Dans ce texte, nous allons privilégier la seconde
représentation et construire des courbes en recollant des affinoïdes et des
couronnes le long de cercles fantômes. Cette opération ne semble pas être
licite dans les cadres classiques (rigide, Berkovich, adique, ou schéma formel) ;
pour lui donner un sens, la solution est de modifier un peu la structure
de schéma formel p-adique en munissant la fibre spéciale d’une topologie
proche de celle de Berkovich au lieu de la topologie de Zariski ; cela mène
à la géométrie adoque 19 du § 3.1. La même opération dans le cadre adique
revient à recoller des graphes en des points (de type 5), ce qui peut donner

18. Que l’on peut voir comme contenue dans la courbe adoque associée à Y ,
voir no 3.1.4.

19. Interpolation entre adique et ad hoc...
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l’impression qu’il y a une unique manière de faire le recollement, alors que le
point de vue des surfaces de Riemann suggère une analogie avec la théorie
de Teichmüller, qui semble plus proche de la réalité.

2.3. Modèles semi-stables des courbes analytiques [20, 2, 45]

Soit X une C-courbe analytique (lisse et connexe).

2.3.1. Bord et frontière. Si X n’est pas propre, alors X est la réunion
croissante d’affinoïdes Yn. On définit le bord ∂X de X comme la limite
∪n

(
∩k≥n ∂Yk

)
des ∂Yn, et la frontière ∂adX de X comme la limite des

∂adYn. (Notons que des points de ∂Yn peuvent ne pas faire partie du bord
de Yn+1 et donc pas non plus de ∂X.)

2.3.2. Noeuds. Rappelons [20, 3.3.2] que les points de X se répartissent
en 4 types suivant la forme de leur corps résiduel complété. Si Y ⊂ X,
on note Y[i] l’ensemble de ses points de type i ∈ {1, 2, 3, 4}. On note aussi
Y[2,3] = Y[2] ∪ Y[3], etc. En particulier X[1] = X(C) est l’ensemble des points
rigides de X, et pour tout x ∈ X[2] le corps résiduel de C(x) (corps résiduel
complété de x) est le corps des fonctions d’une courbe projective lisse sur
kC , appelée courbe résiduelle en x. Le genre de x ∈ X[2] est alors le genre de
cette courbe résiduelle.

On dit que x est un noeud de X s’il ne possède pas de voisinage qui est
une couronne ouverte. Cela inclut les points de type 2 et de genre ≥ 1 et les
points du bord ∂X de X. On note Σ(X) l’ensemble des noeuds de X.

2.3.3. Squelette analytique. Soit X une courbe sur C (lisse et connexe).
Le squelette analytique de X est l’ensemble Γan(X) des points de X n’ayant
pas de voisinage qui est un disque ouvert ; c’est un sous-graphe fermé de X,
localement fini et métrisé, composé de points de type 2 ou 3 [20, 5.1.11].
L’ensemble des noeuds Σ(X) de X est une partie de Γan(X), que l’on prend
comme ensemble des sommets de Γan(X). On note Aan(X) (resp. Aan

c (X))
l’ensemble des arêtes (resp. arêtes relativement compactes) de Γan(X).
Remarque 2.3. (i) Si X est compacte en tant qu’espace de Berkovich, alors
Γan(X) = ∅ si et seulement si X ∼= P1 [20, 5.4.16]. Sans hypothèse de com-
pacité l’énoncé tombe en défaut, par exemple A1 et les disques ouverts ont
aussi un squelette analytique vide. (Sur un corps assez gros, i.e. sphérique-
ment complet et à groupe de valuation R, ce sont les seuls exemples mais
sur un corps non sphériquement complet, le complémentaire d’un point de
type 4 dans P1 n’est pas de ce type, et il y a même des exemples de telles
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courbes qui ne se plongent pas dans P1 sur C bien qu’elles se plongent dans
P1 sur un corps assez gros [37, prop. 5.5].)

(ii) Si Γan(X) �= ∅, alors Σ(X) = ∅ si et seulement si X est une couronne
ouverte généralisée 20 auquel cas Γan(X) est un segment ouvert, ou bien X
est une courbe de Tate auquel cas Γan(X) est un cercle.

(iii) Si Γan(X) �= ∅ et si X n’est pas une courbe de Tate, les arêtes
de Γan(X) correspondent à des sous-couronnes ouvertes généralisées de X,
la longueur de l’arête étant la largeur de la couronne correspondante. Plus
précisément :

� une arête de longueur finie μ(a) correspond à une couronne ouverte
généralisée 21 α < vp(z) < β dont la largeur est μ(a) = β − α.

� une demi-droite correspond à un disque ouvert épointé (de largeur ∞
car β = +∞),

� une droite correspond à Gm (de largeur 2∞ car α = −∞, β = +∞).
(iv) Si Γan(X) �= ∅, alors Γan(X) est compact si et seulement si X est un

affinoïde ou une courbe propre. En effet, Γan(X) est un sous-graphe analyti-
quement admissible [20, th. 5.1.11], donc admissible de X (cf. [20, 1.5.1,5.1.3]
pour ces notions) et la rétraction canonique 22 r : X → Γan(X) est continue
et compacte [20, th. 1.5.16]. Donc Γan(X) est compact si et seulement si X
l’est (en tant qu’espace de Berkovich) et on conclut en utilisant les résultats
énoncés dans 2.1.

On définit le squelette adique Γad(X) en rajoutant à Γan(X) des arêtes
non relativement compactes de longueur 0+ en les sommets s de ∂X, une
par cercle fantôme de ∂adX au bord de s.

2.3.4. Triangulations. Une pseudo-triangulation S de X est un sous-
ensemble discret et fermé de X, formé de points de X[2], tel que les com-
posantes connexes de X K S soient des disques ouverts ou des couronnes
ouvertes généralisées. Le squelette Γ(S) de S est le sous-graphe fermé de
X tracé sur X[2,3], ayant pour sommets S et pour arêtes les squelettes des
composantes connexes de X K S. On définit le squelette adique Γad(S) en
rajoutant à Γ(S) des arêtes non relativement compactes de longueur 0+ en
les sommets s de ∂X, une par cercle fantôme de ∂adX à la frontière de s.

20. Une couronne ouverte généralisée est une courbe qui, après extension des
scalaires à un corps assez gros, devient une couronne ouverte ou un disque ouvert
épointé ou Gm.

21. Si l’arête appartient à Aan
c (X), on obtient une vraie couronne et β − α ∈ Q.

22. Si x /∈ Γan(X), r(x) est l’unique point du bord de la composante connexe de
x dans X \ Γan(X).
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On dit que X est compacte (resp. quasi-compacte, resp. complète), si
Γad(S) est un espace métrique compact (resp. espace quasi-compact, resp. es-
pace métrique complet), pour toute pseudo-triangulation S.
Remarque 2.4. (i) Les courbes compactes sont les analytifiées des courbes
algébriques propres.

(ii) Les courbes connexes quasi-compactes mais non compactes sont les
affinoïdes connexes.

En effet, pour les deux assertions il suffit de raisonner comme dans la
preuve du point iv) de la rem. 2.3, en utilisant la rétraction canonique de X
sur Γ(S).

(iii) Une courbe compacte est complète, mais on peut fabriquer des
courbes complètes non compactes : par exemple, en retirant un nombre fini
de points à une courbe compacte ou, plus généralement, un sous-ensemble
compact (comme pour le demi-plan de Drinfeld), ou en prenant un revête-
ment fini étale d’une courbe complète non compacte.

Une triangulation de X est une pseudo-triangulation telle que les com-
posantes connexes de X KS soient relativement compactes dans X (en parti-
culier, ce sont des disques ou de vraies couronnes et pas des disques épointés
ou des Gm).

Si S est une pseudo-triangulation de X, alors S contient Σ(X). Si Γan(X)
est compact, et si Σ(X) �= ∅, alors Γan(X) est une triangulation de X, et
même la plus petite triangulation de X [20, 5.4.12]. Si Aan(X) �= Aan

c (X),
pour construire une triangulation on a besoin de subdiviser les arêtes non re-
lativement compactes de Γan(X) en une infinité d’arêtes, et donc de rajouter
une infinité de sommets à Σ(X).
Remarque 2.5. (i) Un résultat fondamental de la théorie est l’existence de
triangulations pour toute courbe analytique sur C. C’est une conséquence
du théorème de réduction semi-stable (cf. [1, ch. 1]), mais peut aussi se dé-
montrer « directement », par une étude de la structure locale des courbes
[20, th. 5.1.4]. Plus précisément, tout ensemble fermé et discret, constitué de
points de type 2 est contenu dans une triangulation de X. Si X est com-
pacte (en tant qu’espace de Berkovich), alors la réunion des squelettes des
triangulations de X est X[23] et X est homéomorphe à la limite inverse de
ces squelettes.

(ii) Une triangulation de X permet de découper X en shorts et jambes
(cf. no 3.5.2 pour une version précise), ce qui permet de décrire X à partir
d’objets plus simples.

(iii) Si X est partiellement propre, une pseudo-triangulation fournit un
recouvrement de X par des pantalons (cf. no 8.4.1), qui permet aussi de
décrire X à partir d’objets plus simples.
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(iv) Ces deux descriptions de courbes analytiques joueront un grand rôle
dans le calcul de leurs cohomologies. Pour éviter de se battre avec la combina-
toire du recouvrement, il est souvent utile de raffiner la pseudo-triangulation.

On dit qu’une pseudo-triangulation S est fine si Γ(S) ne contient pas de
boucle avec 1 ou 2 sommets. On peut rendre fine n’importe quelle triangu-
lation S en rajoutant un sommet au milieu de toutes les arêtes de Γ(S) (et
donc en coupant chaque arête en deux).

2.3.5. Triangulations et modèles semi-stables. Il y a une bijection
naturelle ([2, th. 4.11] pour les courbes projectives, [1, ch. 1] et [20, ch. 6]
dans le cas général) entre les triangulations de X et les modèles formels (p-
adiques) semi-stables 23 de X sur OC : si X est un tel modèle, l’ensemble
S(X ) des préimages (par la spécialisation) dans X des points génériques des
composantes irréductibles de la fibre spéciale classique kC ⊗OC

X de X est
une triangulation de X. Pour aller dans l’autre sens il faut se fatiguer un peu
plus ([20, th. 6.3.15] ou [1, ch. 1]), mais au moins pour une courbe projective
X et dans le cas où le squelette Γ(S) de la triangulation a au moins deux
arêtes la construction est assez explicite [2, th. 4.11] : si r : X → Γ(S) est
la retraction canonique, et si a est une arête, alors r−1(a) est un domaine
affinoïde de X, et le modèle semi-stable correspondant s’obtient en recollant
les Spf(O+(r−1(a))) le long des Spf(O+(r−1(s))), s parcourant S.

Remarque 2.6. Soient S une triangulation de X et XS le modèle semi-stable
associé.

(i) Γ(S) est le graphe dual de kC ⊗OC
XS : les sommets de Γ(S) corres-

pondent aux composantes irréductibles de kC⊗OC
XS et les arêtes aux points

singuliers. Si Ys est la composante irréductible correspondant à s ∈ S, on
note Zs l’image inverse de Ys par l’application de spécialisation et Ys l’image
inverse de l’ouvert de lissité de Ys (i.e. Ys privé des points communs avec les
autres composantes de kC⊗OC

XS). Si Pa est le point singulier correspondant
à l’arête a, on note Ya l’image inverse de Pa ; c’est une couronne ouverte dont
on note μ(a) la largeur.

(ii) S contient ∂X puisqu’elle contient Σ(X) ; par la bijection ci-dessus
entre éléments de S et composantes irréductibles, les points de ∂X corres-
pondent aux composantes irréductibles de kC⊗OC

XS qui ne sont pas propres.

23. Au sens large, i.e. étale localement, de la forme Spf OC{X,Y }/(XY − a),
a ∈ OC K {0}.
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2.4. Fibre spéciale d’une courbe quasi-compacte

Soit X une courbe quasi-compacte (lisse et connexe) sur C, et soient
S une triangulation de X et XS le modèle semi-stable sur OC associé. La
courbe kC ⊗OC

XS est un invariant un peu trop grossier : on veut garder la
trace de la largeur des couronnes correspondant aux points singuliers, ce qui
amène naturellement à la notion de courbe marquée ci-dessous.

2.4.1. Courbes marquées. Soit X une courbe sur kC . Un point marqué
sur X est un couple (P, μ(P )), où :

• P ∈ X(kC),
• la multiplicité μ(P ) de P est un élément de Q∗

+ � {0+}.

Une courbe marquée (X,A, μ) est une courbe X munie d’un ensemble
A de points marqués (et μ est la fonction associant à un point marqué sa
multiplicité). Une courbe marquée (X,A, μ) est semi-stable si :

• X est à singularités nodales,
• les composantes irréductibles de X sont propres et ne comportent qu’un

nombre fini de points marqués,
• les points singuliers de X sont marqués et ont une multiplicité ∈ Q∗

+,
les points marqués non singuliers ont multiplicité 0+.

Elle est stable si elle est semi-stable et si, de plus, aucune composante
connexe de X n’est un P1 avec 0, 1 ou 2 points marqués.

Remarque 2.7. (i) On peut considérer une courbe lisse X comme une courbe
marquée stable en lui associant la courbe marquée stable (X,X KX, 0+), où
X est la compactification lisse de X et tous les éléments de X KX sont de
multiplicité 0+.

(ii) Plus généralement, une courbe X à singularités nodales, dont les
points singuliers sont munis d’une multiplicité ∈ Q∗

+, peut être considérée
comme une courbe marquée semi-stable : on considère la compactifiée X de
X obtenue en rajoutant des points lisses, et on définit l’ensemble des points
marqués comme la réunion des points singuliers de X (avec la multiplicité
donnée) et des points de X KX, de multiplicité 0+.

(iii) Si X est une courbe analytique et si S est une triangulation de X,
la courbe kC ⊗OC

XS est une courbe à singularités nodales dont les points
singuliers sont naturellement munis d’une multiplicité rationnelle, à savoir
la largeur de la couronne correspondante. On transforme cette courbe en
courbe marquée semi-stable en utilisant le (ii).
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Si X est une courbe analytique et si S est une triangulation fine de X, la
fibre spéciale Xsp

S de XS est la courbe marquée semi-stable obtenue à partir
de kC ⊗OC

XS par le procédé du (iii) de la rem. 2.7.
• Ses composantes irréductibles sont en bijection avec les éléments de S ;

on note Y sp
s la composante irréductible associée à s (c’est, par construction,

une courbe propre sur kC et on note
◦
Y sp
s le complémentaire dans Y sp

s des
points marqués).

• Ses points singuliers sont en bijection avec les arêtes de Γ(S) ; on note
Pa le point correspondant à a ; c’est un point marqué de Xsp

S de multiplicité
μ(a) (largeur de la couronne correspondante).

• Les autres points marqués de Xsp
S sont de multiplicité 0+ et leur en-

semble est le complémentaire de kC ⊗OC
XS dans Xsp

S .

2.4.2. Graphe dual d’une courbe marquée. Si X est une courbe mar-
quée, on lui associe un graphe semi-métrisé Γ(X) = (S,A, μ), le graphe dual
de X, défini de la manière suivante :

• S est en bijection avec l’ensemble des composantes irréductibles de X.
• A est en bijection avec les points marqués de X, la longueur d’une

arête a étant la multiplicité du point Pa correspondant 24.
• Les arêtes relativement compactes de Γ(X) sont en bijection avec les

points marqués singuliers de X, les extrémités de l’arête aP correspondant
à P étant les sommets correspondant aux composantes irréductibles conte-
nant 25 P .

• Les arêtes non relativement compactes de Γ(X) sont en bijection avec
les points marqués de multiplicité 0+, l’extrémité de l’arête aP correspondant
à P étant le sommet correspondant à la composante irréductible contenant P .
Remarque 2.8. Si X est une courbe analytique et si S est une triangulation
fine de X, alors

Γ(Xsp
S ) = Γad(S).

2.5. Métrique canonique et valuation

L’espace X[2,3] des points de type 2 ou 3 est naturellement muni d’une
métrique dt qui permet de métriser tout sous-graphe : la distance associée est
définie par d(r, s) = inf

∣∣ ∫ s
r dt

∣∣, le minimum étant pris sur tous les chemins

24. Qui peut être 0+ ce qui fait que Γ(X) peut être seulement semi-métrisé et
pas métrisé.

25. Ces deux extrémités peuvent être égales si des composantes irréductibles de
X s’autointersectent.
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joignant r à s. Si C ⊂ X est une couronne fermée (i.e. C ∼= {α ≤ vp(z) ≤ β}),
et si r et s sont les valuations de Gauss des cercles vp(z) = α et vp(z) = β aux
extrémités de la couronne, alors d(r, s) est la largueur β −α de la couronne.
Cette distance envoie les points de type 1 à l’infini (i.e. elle les transforme
en pointes, comme les éléments de R pour la métrique de Poincaré sur le
demi-plan de Poincaré).

Si f ∈ C(X)∗, si r, s ∈ X[2,3] et si vr, vs ∈ X[2,3] sont les valuations
correspondantes sur C(X), alors

vs(f)− vr(f) =

∫ s

r
Rest

(df
f

)
dt,

l’intégrale étant prise sur n’importe quel chemin allant de r à s : un tel chemin
est une réunion finie de segments fermés et la fonction Res

(df
f

)
est constante

sur l’intérieur d’un tel segment ; cet intérieur correspond à une couronne
ouverte de X, ses points sont les points de Gauss de cercles virtuels, et le
sens de parcours du segment pour aller de r à s détermine une orientation
de la couronne, ce qui fixe le signe du résidu de df

f .
Si X est un affinoïde, et r ∈ X[2], on pose d(r, ∂X) = infs∈∂X d(r, s), si X

est réunion croissante d’affinoïdes Xn, on pose d(r, ∂X) = limn∈N d(r, ∂Xn),
et si X est propre, on pose d(r, ∂X) = +∞. Si Z ⊂ X est un affinoïde, on
pose d(Z, ∂X) = infr∈Z[2]

d(r, ∂X).

Proposition 2.9. Soient X une courbe et Z ⊂ X un affinoïde connexe. Si
f ∈ O+(X), on a vZ(f − f(x0)) ≥ d(Z, ∂X), pour tout x0 ∈ Z(C).

Démonstration. Soit g = f − f(x0). Il n’y a rien à prouver si g = 0 ni si X
est propre (car alors g = 0). On peut donc supposer X affinoïde (et passer
à la limite pour le cas général) et g �= 0. Soit Xg l’ensemble des zéros de g ;
c’est un sous-ensemble discret de X. Le squelette analytique Γ de X KXg est
obtenu en rajoutant des demi-droites à Γan(X), une demi-droite par élément
de Xg. La fonction t 	→ Rest

dg
g est constante sur chaque arête orientée de Γ.

Soit r ∈ Γ ∩Z réalisant le minimum de s 	→ vs(g), et tel qu’il existe une
arête de bout r sur laquelle Resdgg ≤ −1 : un tel point existe car vs(g) tend
vers +∞ en l’infini de Γ ∩ Z (en particulier, sur la branche correspondant
à x0) et est croissante sur les arêtes sur lesquelles Resdgg ≥ 0.

Soit γ un chemin maximal, tracé sur Γ, partant de r et le long duquel
Resdgg ≤ −1. Alors γ aboutit au bord de Γan(X) : en effet, il ne peut pas
aboutir au bout d’une des demi-droites correspondant aux zéros de g puisque
Resdgg > 0 le long de ces demi-droites, et s’il aboutit en un point intérieur, ce
point est forcément un noeud r′ (puisque Resdgg est constant sur les arêtes).
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Or la somme des résidus de dg
g le long des arêtes arrivant en r′ est nulle, et

comme il y en a une pour lequel ce résidu est ≤ −1, cela implique qu’il y
en a une a pour lequel ce résidu est ≥ 1. Mais, cela fait que le résidu sur a,
considérée comme arête sortante, est ≤ −1, ce qui prouve que γ n’est pas
maximal puisqu’on peut le prolonger par l’arête a.

La longueur lg(γ) de γ est donc ≥ d(r, ∂X) ≥ d(Z, ∂X). Par ailleurs, si
s ∈ γ, alors vr(g)− vs(g) =

∫ s
r −Resdgg dv (l’intégrale étant le long de γ). En

passant à la limite, en en utilisant le fait que vs(g) ≥ 0 puisque g ∈ O+(X)
et que −Resdgg ≥ 1, on obtient la minoration vZ(g) = vr(g) ≥ lg(γ) ≥
d(Z, ∂X).

Corollaire 2.10. Si Y est complète, toute fonction holomorphe bornée est
constante.

Démonstration. Cela résulte de ce que d(Z, ∂Y ) = +∞ si Z est un affinoïde
connexe de Y (car Y est supposée complète), et donc vZ(f − f(x0)) = +∞,
si x0 ∈ Z(C) (prop. 2.9) : autrement dit, f est constante sur Z, pour tout Z.

Remarque 2.11. Cela fournit une preuve alternative de [15, rem.A.2].

3. Construction de courbes analytiques

Dans ce chapitre, on explique comment construire des courbes en recol-
lant des shorts (ou plus généralement des affinoïdes) et des jambes (ou des
boules ouvertes) le long de cercles fantômes. Pour donner un sens à cette
construction nous allons avoir besoin de raffiner la structure de schéma for-
mel associé à une algèbre de Tate, ce qui conduit à la géométrie adoque.

3.1. Géométrie adoque

3.1.1. Affines adoques. Soit A = OC〈T1, . . . , Tn〉/I une OC-algèbre de
Tate réduite 26, telle que A = kC ⊗OC

A soit aussi réduite (typiquement,
A = O+(Y ), où Y est un affinoïde réduit sur C). Le schéma formel p-adique
associé Y = Spf(A) est un espace annelé d’espace topologique sous-jacent la
fibre spéciale Y sp = Spec(A), munie de la topologie de Zariski, le faisceau
structural étant, si A est normal, U 	→ O+(]U [) où ]U [ désigne le tube de
U sur la fibre générique (c’est un affinoïde sur C) : si U est l’ouvert f �= 0
de Y sp, et si f̃ est un relèvement de f dans A, alors OY (U) = A〈X〉/(1−Xf̃).

26. On peut aussi remplacer OC par un épaississement pour avoir une théorie
« en famille » ; c’est ce qui est fait au paragraphe suivant.
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Nous allons associer à A un schéma adoque Spado(A) défini en rajoutant
des points et des ouverts à l’espace topologique Spf(A) et en modifiant le fais-
ceau structural en conséquence. Avant de donner la définition de cet espace,
commençons par examiner Spf(A) du point de vue « points classiques ».

Si K est un corps algébriquement clos, complet pour une valuation réelle,
muni d’un morphisme continu OC → K, alors X(K) = Hom(A,K) est un
sous-espace fermé de Kn (les s : A → K que l’on considère sont les mor-
phismes continus de OC-algèbres). Comme OC est de caractéristique mixte,
on peut prendre K = C ou K = C
 (ou n’importe quel corps vérifiant les
conditions ci-dessus et contenant un de ces corps). Alors X(C) est borné
dans Cn tandis que X(C
) n’est pas borné dans (C
)n, et X(C
) a beaucoup
plus d’ouverts naturels que les complémentaires de sous-variétés algébriques
fermées (par exemple, l’intersection avec la boule ouverte unité de (C
)n).
• Les points de Spado(A).— Les points de l’espace topologique sont ceux de
l’espace de Berkovich sur kC associé à kC ⊗OC

A (notons que cet anneau
est discret), i.e. les valuations v sur kC ⊗OC

A (i.e. v(xy) = v(x) + v(y)
et v(x + y) ≥ inf(v(x), v(y))) à valeurs dans Z � {∞}, d’image {0,∞} ou
contenant 27 1 ou −1.

Si v est une telle valuation, Iv = {a ∈ A, v(a) = ∞} est un idéal
premier, et v s’étend en une valuation de Fr(A/Iv) ; on note Kv le complété
de Fr(A/Iv) pour v. Alors v est obtenue en composant A → Kv avec la
valuation v sur Kv.

Les valuations à valeurs dans {0,∞} correspondent aux éléments de
Spec(A). Si v est à valeurs dans {0,∞}, la valuation induite sur Kv est
la valuation triviale (i.e. v(0) = ∞ et v(x) = 0 si x �= 0).
• La topologie de Spado(A).— Si f ∈ A, on note Uf l’ouvert de Zariski

Uf = {v, v(f) < ∞}.

Si g1, . . . , gd ∈ A, on note Uf,g1,...,gd l’ensemble

Uf,g1,...,gd = {v ∈ Uf , v(gi) > 0, 1 ≤ i ≤ d}.

On munit l’espace ci-dessus de la topologie engendrée par les Uf,g1,...,gd ; un
ouvert de cette forme est dit standard ; comme

Uf1,g1,...,gr ∩ Uf2,gr+1,...,gr+s
= Uf1f2,g1,...,gr+s

,

on n’a que les réunions quelconques à rajouter. L’espace obtenu est compact.

27. Normaliser l’image évite de travailler à équivalence près.
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• Le faisceau structural.— Si f̃, g̃1, . . . , g̃d ∈ A sont des relèvements de
f, g1, . . . , gd, on pose

Af,g1,...,gd = A[[T1, . . . , Td]][X]/(1−Xf, T1 − g1, . . . , Td − gd),

Af,g1,...,gd = A[[T1, . . . , Td]]〈X〉/(1−Xf̃, T1 − g̃1, . . . , Td − g̃d).

(Que Af,g1,...,gd ne dépende pas des choix de f̃, g̃1, . . . , g̃d résulte de ce que, si
h1, h2 ∈ A ont même image dans A, il existe r > 0 tel que h1 − h2 ∈ prA.)

Notons que, si r > 0 est assez petit, on a

Af,g1,...,gd/p
r ∼= (OC/p

r) ⊗̂ kC
Af,g1,...,gd

(Cela résulte de ce que les générateurs de l’idéal définissant A et les coeffi-
cients de f et des gi appartiennent à OC̆ + prOC si r est assez petit car il
n’y en a qu’un nombre fini qui ne sont pas divisibles par p.)

Remarque 3.1. La topologie de Spado(A) est moins fine que celle de l’espace
de Berkovich correspondant (en dimension 1, qui est le seul cas qui va nous
intéresser, les deux topologies coïncident si on reste sur kC mais pas si on
étend les scalaires à un corps muni d’une valuation non triviale) et, si U =

Uf,g1,...,gr est un ouvert standard, alors Af,g1,...,gr est inclus dans l’anneau des
fonctions analytiques sur l’espace de Berkovich associé à U .

On note O et O les faisceaux associés aux préfaisceaux

Uf,g1,...,gd 	→ Af,g1,...,gd et Uf,g1,...,gd 	→ Af,g1,...,gd .

Lemme 3.2. O(Uf,g1,...,gd) = Af,g1,...,gd et O(Uf,g1,...,gd) = Af,g1,...,gd .

Démonstration. Notons juste U l’ouvert standard Uf,g1,...,gd et A l’anneau
Af,g1,...,fd . Soit F ∈ O(U). Il existe donc, pour tout v ∈ U , un ouvert standard
U(v) = Ufv,gv,1,...,gv,dv

tel que F|U(v) ∈ Afv,gv,1,...,gv,dv
.

Soient ηi, i ∈ I, les points génériques des composantes irréductibles de
X = Spec(A). Alors U ′ = ∪iU(ηi) est un ouvert de Zariski de X et f|U ′

appartient à l’anneau total des fractions Fr(A) de A. Par ailleurs f est une
fonction analytique sur Xan (espace de Berkovich associé à X) ; on en déduit
que les pôles de F , vu comme élément de Fr(A), ne sont qu’apparents, et
donc que F se prolonge en une fonction sur X, i.e. F ∈ A.

Cela prouve le premier énoncé. Pour en déduire le second, partons de
F ∈ O(U) ; il existe alors un recouvrement fini de U par des ouverts standard
Ui = Ufi,gi,1,...,gi,di

tel que F|Ui
∈ Ai = Afi,gi,1,...,gi,di

.
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Soit Ai,j = Afifj ,gi,1,...,gi,di ,gj,1,...,gj,dj
et soient

B = Ker
[
⊕i Ai → ⊕i,jAi,j

]
, B = Ker

[
⊕i Ai → ⊕i,jAi,j

]
(La flèche Ai ⊕ Aj → Ai,j étant (fi, fj) 	→ fi|Ui∩Uj

− fj |Ui∩Uj
.) Les flèches

naturelles A → ⊕iAi et A → ⊕iAi induisent des injections A↪→B et A↪→B.
On cherche à prouver que la première injection est un isomorphisme sachant
que la seconde en est un.

Il suffit de prouver l’énoncé modulo pr, avec r > 0 assez petit, car tout
est complet pour la topologie p-adique. Le résultat est donc une conséquence
des isomorphismes A/pr ∼= (OC/p

r)⊗kC
A et B/pr ∼= (OC/p

r)⊗kC
B.

Définition 3.3. (i) Un espace annelé de la forme Spado(A), avec A une OC-
algèbre de Tate, ou un de ses ouverts standard est un affine adoque. Un
schéma adoque est un espace annelé localement isomorphe à un affine adoque.

(ii) Si Y est un affine adoque, on pose O(Y gen) = O(Y )[1p ]. On renvoie
au § A.4 pour des considérations sur la fibre générique d’un schéma adoque.

3.1.2. Boules ouvertes, jambes, cercles fantômes. En dimension 1,
en prenant le voisinage infinitésimal de points bien choisis, on obtient les
affines adoques suivants :
• Cercle fantôme

C’est l’affine adoque Y de fonctions globales A = OC [[T, T
−1〉. Alors

A = kC((T )), et Y ne possède qu’un point (la valuation ordT ), et donc aussi
un unique ouvert non vide {ordT }, et on a O({ordT }) = OC [[T, T

−1〉.
Les points classiques de Y sont Y (C) = ∅ et Y (C
) = mC� K {0}. Autre-

ment dit, Y n’a pas de points en caractéristique 0 (d’où son aspect fantôme),
mais en caractéristique p on obtient un ouvert de la droite affine analytique
(la boule ouverte privée de son centre).
• Boule ouverte adoque

C’est l’espace l’affine adoque Y de fonctions globales A = OC [[T ]]. Alors
A = kC [[T ]], et Y ne possède que deux points (le point classique T = 0 et la
valuation ordT ), et deux ouverts non vides {ordT } et Y . On a O({ordT }) =
OC [[T, T

−1〉 et OY (Y ) = OC [[T ]]. En particulier, Y contient le cercle fantôme
Spado(OC [[T, T

−1〉) comme sous-schéma adoque ouvert.
Les points classiques de Y sont Y (C) = mC et Y (C
) = mC� . Autrement

dit, Y est la boule ouverte unité en caractéristique 0 et en caractéristique p.
• Jambe de longueur r

C’est l’affine adoque Y de fonctions globales A = OC [[T1, T2]]/(T1T2−pr).
Alors A = kC [[T1, T2]]/(T1T2), et Y possède trois points : le point classique
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d’équation T1 = T2 = 0 ∈ kC et les valuations ordT1
(qui se factorise à

travers A/T2) et ordT2
(qui se factorise à travers A/T1).

Les ouverts non vides sont Y , {ordT1
} et {ordT2

} ; notons que le seul
ouvert contenant 0 est Y .

Le faisceau structural est donné par OY (Y ) = OC [[T1, T2]]/(T1T2 − pr),
OY ({ordTi

}) = OC [[Ti, T
−1
i 〉. Il en résulte que Y contient, comme sous-

espaces adoques ouverts, les deux cercles fantômes Yi = Spado(OC [[Ti, T
−1
i 〉),

pour i = 1, 2.
En ce qui concerne les points classiques, en caractéristique 0, on obtient

la couronne ouverte 0 < vp(T1) < r (de longueur r) et, en caractéristique p,
deux boules unité ouvertes recollées en leurs centres.

3.1.3. La boule unité fermée. C’est l’affine adoque associée à A =

OC〈X〉 (et donc A = kC [X]).
• Les points.— L’espace Spado(A) a trois types de points :

� Le « point générique », i.e. la valuation triviale sur A (v(f) = 0 si
f �= 0, v(0) = ∞).

� Si a ∈ kC , le point classique correspondant à a, i.e. la valuation définie
par va(f) = vtriv(f(a)), où vtriv est la valuation triviale sur kC .

� Si a ∈ P1(kC), la valuation f 	→ orda(f), où orda(f) est l’ordre du
zéro de f en a (si a = ∞, alors orda(f) = − deg f).

Du point de vue points classiques, on a Y (C) = OC et Y (C
) = C
.
Autrement dit, en caractéristique 0 on obtient la boule unité fermée et en
caractéristique p, la droite affine.
• La topologie.— Une base d’ouverts de la topologie adoque est donnée par :

� les complémentaires de sous-ensembles finis de points classiques..
� les V (a) = {va, orda}, pour a ∈ kC , (voisinage infinitésimal du point

a, défini par {v, v(T − a) > 0}),
� les

◦
V (a) = {orda}, pour a ∈ P1(kC) (si a ∈ kC , c’est l’intersection

de V (a) et de l’ouvert UT−a, et si a = ∞, c’est l’ouvert de UT �=0 défini par
v(T−1) > 0),

Remarque 3.4. (i) Le « point générique » est fermé mais très gros : le com-
plémentaire de tout ouvert le contenant est inclus dans la réunion de

◦
V (∞)

et d’un nombre fini de V (a).
(ii) Par comparaison, une base d’ouverts adiques est donnée par :
� les complémentaires d’un nombre fini de points classiques,
� le complémentaire de V (a) si a ∈ kC (défini par v(T − a) ≤ v(1)) ou

de V ({ord∞}) (défini par v(T ) ≥ v(1)).
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Pour la topologie adique, le point générique est dense (contrairement à
la topologie adoque), et orda est dense dans V (a) (comme pour la topologie
adoque).

(iii) Le schéma formel associé à A a pour espace topologique sous-jacent le
schéma Spec(kC [T ]) ; il n’a pour points que le point générique et les points
classiques, et pour ouverts non vides uniquement les complémentaires de
sous-ensembles finis de points classiques (et le point générique est dense).

• Le faisceau structural adoque
— Si a ∈ kC , alors OY (V (a)) = OC [[T −a]] (i.e. V (a) est une boule unité

ouverte).
— Si a ∈ P1(kC), alors

◦
V (a) est un cercle fantôme (on a OY (V (a)) =

OC [[T − a, (T − a)−1〉, si a ∈ kC , et OY (
◦
V (∞)) = OC [[T

−1, T 〉). Remar-
quons que le cercle fantôme

◦
V (∞) a un statut spécial car il est aussi fermé

contrairement à tous les autres (l’adhérence de
◦
V (a) est V (a), si a ∈ kC).

— Si a1, . . . , ak ∈ kC , alors OY (Y K{a1, . . . , ak})=OC

〈
T, 1

T−a1
, . . . , 1

T−ak

〉
.

(comme pour le schéma formel correspondant).

Remarque 3.5. (i) U = �a∈kC
V (a) est un ouvert strict de B (son com-

plémentaire est constitué du point générique et de ord∞). On a OY (U) =∏
a∈kC

OC [[T − [a]]] (une sorte de complété profini de OC〈T 〉).
(ii) Si U est un ouvert de Zariski (i.e. le complémentaire d’un ensemble

fini A de points classiques), alors U contient les cercles fantômes
◦
V (a) cor-

respondant aux a ∈ A (ainsi que la cercle fantôme
◦
V (∞)).

3.1.4. Affinoïdes. La boule unité adoque est un cas particulier de OC-
short, cf. no 3.3.1. C’est aussi un cas particulier d’affine adoque Y ado associé
à un affinoïde Y (i.e. associé à O+(Y )) de dimension 1. L’espace topologique
Y ado est la réduction canonique de Y du no 2.2.2, vue comme espace de
Berkovich au lieu de schéma (ce qui rajoute des points et des ouverts).

Comme la boule unité, Y ado a trois types de points : les points géné-
riques des composantes irréductibles de la réduction canonique, les points
classiques, et des valuations de rang 1 pour tout point des compactifiées
lisses des composantes irréductible.

Une base d’ouverts de la topologie est constituée des ouverts de Zariski
(complémentaires d’ensembles finis de points classiques), des voisinages infi-
nitésimaux des points classiques (pouvant être très compliqué si le point est
singulier), et des cercles fantômes associés aux valuations de rang 1.

Remarque 3.6. La frontière ∂adY de Y du (ii) de la rem. 2.2 est un ouvert
de Y ado constitué de cercles fantômes.
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3.2. R-algèbres de Tate

3.2.1. Épaississements de OC . Un épaississement R de OC est un an-
neau muni d’un morphisme surjectif θR : R → OC tel que, si r ∈ Q∗

+,
et si Ir = θ−1

R (prOC), alors R est séparé et complet pour la topologie Ir-
adique. En particulier, R est local, de corps résiduel kC ; on note mR son
idéal maximal. Des exemples naturels d’épaississements de OC sont OC , Ainf

ou OC [[T1, . . . , Td]].
Si R est un épaississement de OC , on munit R de la topologie Ir-adique

(qui ne dépend pas du choix de r ∈ Q∗
+) et on note Sp(R) l’ensemble des

idéaux premiers fermés p de R, tels que p[1p ] soit un idéal maximal de R[1p ].
– Si R = OC [[T1, . . . , Td]], alors Sp(R) n’est autre que l’ensemble md

R des
C-points de la boule unité ouverte de dimension d.

– Le cas R = Ainf est plus amusant (cf. [14, cor. 3.3] pour ce résultat
de Fargues et Fontaine) : dans ce cas Sp(R) a un élément un peu étonnant,
à savoir Ker θ0 pour lequel R/Ker θ0 = OC̆ ; tous les autres éléments de
Sp(Ainf) sont de la forme (p−[a]), avec a ∈ mC� (non uniquement déterminé),
et Ainf/(p− [a]) est l’anneau des entiers d’un corps Ca algébriquement clos,
complet pour vp et dont le basculé C


a est C
. Si a = p
 (et donc [a] = p̃) ce
quotient n’est autre que OC .

On écrit p̃ = 0 pour le quotient Ainf/Ker θ0 et p = [a] pour Ainf/(p− [a])
(et p = p̃, si a = p
, et alors Ainf/(p− [a]) = OC).

3.2.2. R-algèbres de Tate. Soit R un épaississement de OC . Un R-
module M est dit orthonormalisable s’il est isomorphe au module �∞0 (I,R)
des suites (xi)i∈I tendant vers 0 en ∞ : un tel isomorphisme fournit une fa-
mille (ei)i∈I d’éléments de M telle que tout élément x de M puisse s’écrire,
de manière unique, sous la forme

∑
i∈I xiei avec xi → 0 quand i → ∞ ; une

telle famille est appelée une base orthonormale de M sur R.
Une R-algèbre de Tate B est une R-algèbre orthonormalisable, quotient

d’un R〈x1, . . . , xn〉. Alors B := kC ⊗R B est un quotient de kC [x1, . . . , xn].
Soit B une R-algèbre de Tate de la forme 28 R ⊗̂ OK

BK , où BK est une
OK-algèbre de Tate, et K est un sous-corps complet de C, de valuation
discrète.

Lemme 3.7. Soient r > 0 et R(r) = OK + Ir. Si (ei)i∈I est une famille
d’éléments de R(r) ⊗̂ OK

BK , les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) (ei)i∈I est une base orthonormale de B sur R,
(ii) (ei)i∈I est une base algébrique de B sur kC .

28. En particulier R est supposée contenir OK ; par exemple, si R = Ainf , cela
impose K ⊂ C̆.
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Démonstration. L’implication (i)⇒(ii) est immédiate ; prouvons la
réciproque. Soit (fi)i∈I une famille d’éléments de BK telle que fi ait pour
image ei dans B. Les fi forment une base orthonormale de BK sur OK (on
est dans le cas de valuation discrète où l’équivalence entre (i) et (ii) est
parfaitement classique), et donc aussi de B sur R.

Soit M la matrice des ei dans la base des fi. Par construction, M est
à coefficients dans R(r) et congrue à 1 modulo mR, et donc M = 1 − N ,
avec N à coefficients dans Ir. Il s’ensuit que M est inversible, d’inverse
1 +N +N2 +N3 + · · · (la série converge car Nk est à coefficients dans Ikr
et R est séparé et complet pour la topologie Ir-adique). Les ei, pour i ∈ I,
forment donc une base orthonormale de B sur R.

Lemme 3.8. Soit B de la forme R ⊗̂ OK
BK comme ci-dessus, et soit A une

sous-R-algèbre fermée de B vérifiant :
• A est de type fini sur kC ,
• il existe r > 0 et une famille (ei)i∈I d’éléments de R(r) ⊗̂ OK

BK dont
les images dans B/A forment une base orthonormale de B/A.

Alors A est une R-algèbre de Tate.

Démonstration. Il existe z1, . . . , zs ∈ A engendrant A sur kC , et donc J ⊂ Ns

tel que les zj = zj11 · · · zjss , pour j = (j1, . . . , js) ∈ J , forment une base de A
sur kC . Choisissons des relèvements z1, . . . , zs de z1, . . . , zs dans A. Quitte
à diminuer r, on peut supposer que les zi appartiennent à R(r) ⊗̂ OK

BK . Les
zj, pour j ∈ J appartiennent aussi à R(r) ⊗̂ OK

BK , et il résulte du lemme 3.7
que les zj, pour j ∈ J , et les ei, pour i ∈ I, forment une base orthonormale de
B sur R. On en déduit que les zj, pour j ∈ J , forment une base orthonormale
de A sur R, et donc que A est orthonormalisable et quotient de R〈z1, . . . , zs〉.
Cela permet de conclure.

3.2.3. Relèvement de morphismes. Si K est un sous-corps fermé de
C et si A est une algèbre de Tate sur OK , posons A = A/mKA. Rappelons
que, si A est sans OK-torsion, alors A est formellement lisse sur OK si et
seulement si A est lisse sur kK .

Proposition 3.9. ([6, th.A-1]) Soient A,B des algèbres de Tate sur OK ,
avec A formellement lisse sur OK . Si s : A → B est un morphisme de
OK-algèbres, il existe s : A → B relevant s.

Corollaire 3.10. (i) Si A est une algèbre de Tate formellement lisse sur OC̆ ,
il existe ϕ : A → A relevant x 	→ xp sur A (un tel ϕ est un frobenius de A).

(ii) Si B est une algèbre de Tate formellement lisse sur OC , il existe une
algèbre de Tate B̆ sur OC̆ telle que l’on ait B ∼= OC ⊗̂ OC̆

B̆.
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Démonstration. Le (i) résulte directement de la prop. 3.9 (avec B = A). Pour
prouver le (ii), on part d’un relèvement formellement lisse A de B sur OC̆ (il
en existe par la propriéte de relèvement infinitésimal des morphismes lisses),
et on observe que c’est une algèbre de Tate sur OC̆ . Alors A′ := OC ⊗̂ OC̆

A est
une algèbre de Tate formellement lisse sur OC et A′/mA′ ∼= B. La prop. 3.9
fournit un relèvement s : A′ → B de l’identité de B. Il reste à vérifier que s
est un isomorphisme.

Soit r > 0. Le morphisme induit sr : A′/pr → B/pr est un morphisme
d’algèbres de type fini sur OC/p

r. Il s’ensuit que, pour t < r assez petit, st est
un isomorphisme (on a A′/pt ∼= (OC/p

t)⊗B et B/pt ∼= (OC/p
t)⊗B, si t est

assez petit, et st est l’identité puisque s est un relèvement de l’identité). On
conclut en utilisant la complétude de A′ et B pour la topologie p-adique.

Remarque 3.11. Il résulte de la preuve du (ii) qu’une algèbre de Tate formel-
lement lisse sur OC est, à isomorphisme près, déterminée par B.
Remarque 3.12. Une †-algèbre sur OK est une OK-algèbre plate A de la
forme OK [x1, . . . , xn]

†/I, où I est un idéal de type fini. On dit que A est
formellement lisse sur OK si A = A/mKA est lisse sur kK . La prop. 3.9
s’étend à ce cadre : si A,B sont des †-algèbres sur OK , avec A formellement
lisse sur OK , et si s : A → B est un morphisme de kK-algèbres, il existe
s : A → B relevant s. Cela permet de construire des relèvements de Frobenius
surconvergents.

3.3. Shorts, jambes et cercles fantômes

3.3.1. Shorts. Un short Y est le schéma adoque associé à un schéma
formel affine, lisse sur OC , dont la fibre générique YC est un affinoïde connexe,
de dimension 1. On a O(Y ) = O+(YC) et O(Y ) est un quotient formellement
lisse de OC〈x1, . . . , xn〉, pour un certain n.
Remarque 3.13. (i) D’après le (ii) du cor. 3.10, un short Y admet un modèle
Y̆ sur OC̆ , i.e. O(Y ) = R ⊗̂ OC̆

O(Y̆ ), et Y̆ est unique à isomorphisme près.
(ii) Si R est un épaississement de OC , on définit un R-short comme

l’extension des scalaires à R d’un short Y̆ sur OC̆ . Si Y est un short, on peut
le plonger dans un R-short YR pour tout épaississement R de OC : il suffit
de choisir un modèle Y̆ de Y sur OY̆ , et de poser O(YR) = R ⊗̂ OC̆

O(Y̆ ).
(iii) En particulier, on peut plonger un short Y dans un Ainf -short Ỹ .

La fibre en p = p̃ de Ỹ n’est autre que Y , tandis que celle en p̃ = 0 est Y̆ .
Un choix de frobenius ϕ sur Y̆ en induit un sur Ỹ puisqu’on dispose d’un

frobenius sur Ainf . Alors Y̆ est stable par le frobenius agissant sur Ỹ , et la
restriction de ce frobenius à Y̆ est celui dont on est parti.
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]Pa3
[

]Pa2
[

]Pa1
[ (Pa1

, 0+)

(Pa2
, 0+)

(Pa3
, 0+)

a1
a2 a3

Γad(Y )

Un short Y

Y sp

Ce dessin représente un short Y , avec l’ensemble de ses points classiques (la
surface de Riemann), sa fibre spéciale Y sp (la courbe) et son squelette (le point
hérissé de flèches). Il est obtenu en retirant à une courbe de genre 3 avec bonne
réduction les tubes ]Pa1 [, ]Pa2 [, ]Pa3 [ des points marqués Pa1 , Pa2 , Pa3 de Y sp.

• Le squelette (adique) Γad(Y ) est constitué du point noir (point de Gauss
de Y ) et des trois flèches rouges a1, a2, a3 (correspondant aux trois points marqués
de Y sp). Le squelette analytique Γan(Y ) est juste le point noir.

• Les disques bleus de la surface de Riemann sont les points classiques des tubes
des points non marqués de Y sp (ils sont censés recouvrir la surface privée de ]Pa1 [,
]Pa2 [, ]Pa3 [) ; on a dessiné les spécialisations de cinq de ces disques). Les cercles
rouges en pointillés sont les cercles fantômes à la frontière du short.

• L’espace de Berkovich est l’arbre issu du point noir dont les branches abou-
tissent aux points classiques (auxquelles il faut rajouter des branches s’arrêtant en
chemin, correspondant aux points de type 4, puisqu’on n’a pas supposé C sphéri-
quement complet) ; il ne voit pas les flèches bleues.

• Les flèches bleues sont en bijection avec les points non marqués de Y sp ; ce
sont les points adiques de type 5 dans l’adhérence du point de Gauss ; chacune est
la racine du sous-arbre des branches aboutissant dans le tube correspondant (on a
dessiné une petite partie de deux de ces arbres).
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3.3.2. R-Jambes. Si R est un épaississement de OC , une R-jambe Y est
le schéma adoque associé à un anneau de la forme R[[T0, T1]]/(T0T1 −α) (la
topologie est la (Ir, T0, T1)-adique), avec α ∈ mR. (Si α = 0, la jambe est
singulière et sa longueur est +∞.) Si R = OC , la longueur de Y est vp(α).
Une OC-jambe est dite normalisée, si α = pr, avec r ∈ Q∗

+ ; sa longueur est
alors r.

μΓad(Y )
Y sp

(P, μ)

Une jambe Y de longueur μ

Ce dessin représente une jambe de longueur μ. Sa fibre spéciale est un point
marqué de multiplicité μ, et son squelette est un segment ouvert de longueur μ. Le
cyclindre représente l’ensemble des points classiques de Y ; chaque point de type 2
du squelette est la base d’un arbre aboutissant sur un cercle du cyclindre. Les deux
flèches rouges du squelette correspondent aux deux cercles fantômes (représentaés
par des cercles rouges en pointillés) à la frontière.

Si Y est une OC-jambe normalisée (O(Y ) = OC [[T0, T1]]/(T0T1−pr)), on
peut la plonger dans la Ainf -jambe Ỹ où O(Ỹ ) = Ainf [[T0, T1]]/(T0T1 − p̃r).
On note Y̆ la fibre de Ỹ en p̃ = 0 : on a O(Y̆ ) = OC̆ [[T0, T1]]/(T0T1), et
donc Y̆ est singulière, et obtenue en recollant deux boules ouvertes sur OC̆

en leurs centres. On munit Y̆ ⊂ Ỹ de frobenius compatibles ϕ par la formule
ϕ(Ti) = T p

i , si i = 0, 1.

3.3.3. R-Cercles fantômes. Un R-cercle fantôme Y est le schéma
adoque associé à un anneau de la forme R[[T, T−1〉 (complété de R[[T ]][T−1]
pour la topologie Ir-adique). Un paramètre local de Y est un élément z de
O(Y ) = R[[T, T−1〉 dont l’image z dans kC((T )) vérifie vT (z) = 1 (donc T est
un paramètre local de Y ) ; on a alors un isomorphisme R[[z, z−1〉 ∼→ O(Y ).

Si Y est un OC-cercle fantôme avec O(Y ) = OC [[T, T
−1〉, on le plonge

dans le Ainf -cercle fantôme Ỹ défini par O(Ỹ ) = Ainf [[T, T
−1〉. On note Y̆

la fibre de Ỹ en p̃ = 0 (et donc O(Y̆ ) = OC̆ [[T, T
−1〉). On munit Y̆ ⊂ Ỹ de

frobenius compatibles ϕ par la formule ϕ(T ) = T p.

3.3.4. Partie polaire en un cercle fantôme de la frontière. Soit Y
un R-short, et soit O++(Y ) = Ker(O(Y ) → kC ⊗R O(Y )). Soit P ∈ Y̆ sp

de multiplicité 0+, et soit z ∈ O+(Y̆ ) vérifiant vY̆ ,P (z) = (0,−1) (un tel z
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n’existe pas forcément s’il n’y a qu’un seul point de multiplicité 0+ sur Y sp,
mais existe toujours si le nombre de tels points est ≥ 2 grâce au théorème de
Riemann-Roch). Alors z−1 est un paramètre du cercle fantôme correspondant
à P à la frontière de Y̆ . Soit T un paramètre du R-cercle fantôme défini
par ce cercle fantôme ; alors z−1 ∈ R[[T, T−1〉 et on a un isomorphisme
ι : R[[z−1, z〉 ∼→ R[[T, T−1〉.

Lemme 3.14. Les ι(zn), pour n ∈ N, forment une base orthonormale de
R[[T, T−1〉/TR[[T ]] sur R. En particulier, ι induit des surjections

O+(Y ) → R[[T, T−1〉/TR[[T ]] et O++(Y ) → mR[[T, T
−1〉/TmR[[T ]]

Démonstration. ι(z) ≡ [α]T−1 mod mR〈T−1〉+R[[T ]] avec α ∈ k∗C , et, quitte
à changer T en [α−1]T , on peut supposer α = 1. Il existe alors r > 0 tel que
ι(z)− T−1 ∈ IrO(Y ) +R[[T ]]. Alors ι(zk)− T−k ∈ IrO(Y ) + T−(k−1)R[[T ]],
pour tout k ≥ 0. On en déduit que tout élément f de (R/Ir)[[T, T

−1〉 peut
s’écrire, de manière unique, sous la forme f+ + f−, avec f+ ∈ T (R/Ir)[[T ]]
et f− ∈ (R/Ir)[ι(z)]. On prouve, par récurrence, le même résultat modulo
Inr et, par passage à la limite, on en tire que tout élément f de R[[T, T−1〉
peut s’écrire, de manière unique, sous la forme f+ + f−, avec f+ ∈ TR[[T ]]
et f− ∈ R〈ι(z)〉.

Le résultat s’en déduit.

3.4. Compactification d’un affinoïde

Proposition 3.15. (Van der Put [48]) Soit YC un affinoïde sur C. Alors il
existe une courbe algébrique propre XC contenant YC et telle que XC K YC
soit une réunion finie de disques ouverts.

Démonstration. Soit Y le schéma adoque associé à O+(YC), et soit X le
schéma adoque obtenu en recollant des boules ouvertes le long des cercles
fantômes à la frontière de Y . L’espace topologique de X est la compactifiée Y
de la fibre spéciale Y de Spf(O+(YC)). Il s’agit de prouver que si on restreint
le faisceau structural de X aux ouverts de Zariski, on obtient des OC-algèbres
de Tate : cela implique que cette restriction est un schéma formel p-adique 29

qui est un modèle d’une courbe XC , propre puisque sa fibre spéciale est
propre, et qui est l’espace rigide associé à une courbe algébrique d’après
GAGA rigide.

Si U est un ouvert (de Zariski) assez petit de Y , il y a deux cas possibles :

29. Une manifestation d’un principe GaGa (Géométrie adoque et Géométrie ana-
lytique).
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• U ⊂ Y auquel cas ]U [ est un ouvert affinoïde de YC , et on a OX(U) =

O+(]U [), ce qui fait qu’il n’y a rien à prouver.
• U K (U ∩ Y ) = {P}, auquel cas U K {P} est un ouvert de Y que

l’on peut supposer lisse et connexe (et donc ]U K {P}[ est un short et on
note CP le cercle fantôme à la frontière de ]U K {P}[ correspondant à P ;
on recolle ]U K {P}[ et le disque ouvert DP avec O(DP ) = OC [[T ]] le long
de CP ) : ]U K {P}[ est obtenu, par extension des scalaires, à partir d’un
short Y̆P défini sur OC̆ (i.e. O+(]U K {P}[) = OC ⊗̂ OC̆

O(Y̆P )) ; on choisit
un paramètre z ∈ O+(Y̆P ) du cercle fantôme correspondant à P , et un
isomorphisme ι : OC[[z, z

−1〉 ∼→ OC [[T, T
−1〉. La propriété de faisceau fournit

alors la formule :

OY (U) = Ker
[
O+(]U K {P}[)⊕ OC [[T ]] → OC [[T, T

−1〉
]

= Ker
[
O+(]U K {P}[) → OC [[T, T

−1〉
OC [[T ]]

]
,

où l’application O+(]U K {P}[) → OC [[T, T
−1〉 est la restriction de ι. Pour

simplifier les notations, posons A = OY (U) et B = O+(]U K {P}[). L’inter-
section A++ de A et B++ est le noyau

A++ = Ker
[
B++ → mC [[T, T

−1〉
mC [[T ]]

]
.

D’après le lemme 3.14, on a des suites exactes

0 → A → B → OC [[T, T
−1〉

OC [[T ]]
→ 0, 0 → A++ → B++ → mC [[T, T

−1〉
mC [[T ]]

→ 0.

On en déduit une suite exacte

0 → A → B → kC((T ))

kC [[T ]]
→ 0.

Il en résulte que A = OY (U). En particulier, A est de type fini sur kC .
Par ailleurs, d’après le lemme 3.14, les z−n, pour n ≥ 1, forment une

base de Banach de B/A sur OC . Or les z−n appartiennent à B̆ = O(Y̆P )

et on est dans les conditions d’application du lemme 3.8 ce qui permet d’en
déduire que A est une OC-algèbre de Tate, ce que l’on voulait.
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3.5. Patron d’une courbe

3.5.1. Définition. Un patron de courbe (Γ, (Yi)i∈I , (ιi,j)(i,j)∈I2) est la don-
née de :

• Un graphe bipartite marqué fini 30 Γ = (I, I2, μ), avec I = Ac � S,
μ(a) ∈ Q>0 si a ∈ Ac, sans boucle ayant 1 ou 2 sommets.

• Pour tout a ∈ Ac, une jambe Ya de longueur μ(a) avec

O(Ya) = OC [[Ta,s1 , Ta,s2 ]]/(Ta,s1Ta,s2 − pμ(a)),

où s1, s2 sont les extrémités de a, et on note Ya,si , pour i = 1, 2, le cercle
fantôme avec O(Ya,si) = OC [[Ta,si , T

−1
a,si〉.

• Pour tout s ∈ S, un short Ys dont la frontière ∂adYs est constituée de
cercles fantômes Ys,a indexés par a ∈ A(s),

• Pour tout couple (a, s), avec a ∈ Ac et s ∈ S(a), un isomorphisme
ιa,s : Ys,a

∼→ Ya,s de cercles fantômes.
Remarque 3.16. On peut généraliser la notion de patron en ajoutant un
sous-ensemble B de A KAc, et pour tout b ∈ B :

• une boule ouverte Yb, avec O(Yb) = OC [[Tb]],
• un cercle fantôme Yb,s, où S(b) = {s}, avec O(Yb,s) = OC [[Tb,s, T

−1
b,s 〉,

• un isomorphisme ιb,s : Ys,b
∼→ Yb,s.

3.5.2. Patrons d’une courbe quasi-compacte. On peut associer un
patron de courbe à une courbe quasi-compacte Y sur C, munie d’une tri-
angulation S. Soit YS le OC-modèle semi-stable associé à S. On suppose S
suffisamment fine pour que la fibre spéciale Y sp

S ait au moins deux compo-
santes irréductibles, que ces composantes irréductibles soient lisses et que
deux d’entre elles s’intersectent en au plus un point. Le patron de Y associé
à S est obtenu de la manière suivante.

• On note Γ = (I, I2, μ), avec I = Ac � S, le graphe bipartite marqué
associé au graphe dual de la fibre spéciale Y sp

S de YS (cf. no 2.4.2). (on dispose
donc de courbes propres Y sp

s , pour s ∈ S, d’un ouvert
◦
Y sp
s de Y sp

s , et de points
marqués Pa de multiplicité μ(a), avec μ(a) ∈ Q∗

+ si a ∈ Ac, et μ(a) = 0+ si
a ∈ I2 K I2,c).

• Si s ∈ S, on note A(s) l’ensemble des arêtes ayant s pour extrémité
(les Pa, pour a ∈ A(s), sont les points marqués de Y sp

s ), et Ac(s) = A(s)∩Ac

(les Pa, pour a ∈ Ac(s), sont les points singuliers de Y sp
s ).

30. Cette restriction n’est pas essentielle mais nous n’aurons besoin que de patrons
finis dans ce qui suit.
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• Si s ∈ S, on munit d’une structure de OC-short le schéma formel Ys
défini par O(Ys) = O+(]

◦
Y sp
s [), où ]

◦
Y sp
s [ est le tube de

◦
Y sp
s dans Y . Si a ∈ Ac,

on note Ya la OC-jambe définie par O(Ya) = O+(]Pa[), où ]Pa[ est le tube
de Pa dans Y ; elle est de longueur μ(a).

(Les Yi, pour i ∈ I, forment un recouvrement adoque de Y .)
• Si a ∈ Ac, on note S(a) l’ensemble des extrémités de a, i.e. l’ensemble

des s ∈ S tels que Pa ∈ Y sp
s . Alors S(a) a deux éléments s1 = s1(a) et

s2 = s2(a) dont l’ordre est déterminé par l’orientation choisie de Γ. On
choisit une fonction Ta,s1 sur un ouvert de Ys1 � Ya � Ys2 dont la restriction
à Ya induit un isomorphisme de Ya sur la couronne 0 < vp(Ta,s1) < μ(a), et
telle que vs1(Ta,s1) = 0. On pose Ta,s2 = pμ(a)/Ta,s1 , donc vs2(Ta,s2) = 0 et

O(Ya) = OC [[Ta,s1 , Ta,s2 ]]/(Ta,s1Ta,s2 − pμ(a)).

• Si (a, s) ∈ I2,c, Ya intersecte Ys le long d’un cercle fantôme Ya,s et
comme S est fine, Yi ∩ Yj �= ∅ si et seulement si (i, j) ∈ I2,c (ou i = j).

3.6. Construction de courbes à partir d’un patron

La procédure fournissant un patron d’une courbe quasi-compacte à partir
d’une triangulation peut s’inverser, ce qui permet de construire des courbes
(et même des familles de courbes) à partir d’un patron.

3.6.1. Patrons de R-courbes. Un patron (Γ, (Yi)i∈I , (ιi,j)(i,j)∈I2,c) de R-
courbe est la donnée de :

• Un graphe bipartite marqué fini Γ = (I, I2,m), avec I = Ac � S, et
m : Ac → mR, sans boucle ayant 1 ou 2 sommets.

• Pour tout a ∈ Ac, une R-jambe Ya avec

O(Ya) = R[[Ta,s1 , Ta,s2 ]]/(Ta,s1Ta,s2 −m(a)),

où s1, s2 sont les extrémités de a, et on note Ya,si , pour i = 1, 2 le R-cercle
fantôme avec O(Ya,si) = R[[Ta,si , T

−1
a,si〉.

• Pour tout s ∈ S, un R-short Ys avec O(Ys) ∼= R ⊗̂ OC̆
O(Y̆s), où Y̆s

est un short défini sur OC̆ , dont la frontière ∂adY̆s est constituée de cercles
fantômes Y̆s,a indexés par a ∈ A(s), et on définit le R-cercle fantôme Ys,a
par O(Ys,a) = R ⊗̂ OC̆

O(Y̆s,a).
• Pour tout couple (i, j) ∈ I2,c, un isomorphisme ιi,j : Yj,i

∼→ Yi,j de
R-cercles fantômes.
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3.6.2. Construction de R-courbes. A partir d’un patron de R-courbe,
on construit une R-courbe adoque Y ado en recollant les Ys et les Ya via
les ιa,s. Si le patron est le patron d’une OC-courbe Y , alors Y ado est le
schéma adoque associé à Y . En général, on a le résultat suivant qui est une
manifestation d’un principe GaGa.

Théorème 3.17. Y ado est le schéma adoque associé à une R-courbe Y

(i.e. un R-schéma formel de dimension relative 1).

Démonstration. Notons que, si s ∈ S, alors kC ⊗R O(Ys) = kC ⊗OC̆
O(Y̆s), et

donc Ys et Y̆s ont même fibre spéciale Y sp
s qui est, par définition, une courbe

projective lisse munie de points marqués de multiplicité 0+ dont l’intérieur
◦
Y sp
s est le complémentaire de ces points marqués (et O(

◦
Y sp
s ) = kC⊗RO(Ys)).

Si s ∈ S et si a ∈ A(s), on note Ps,a le point de Y sp
s correspondant à Ys,a.

Alors Y sp (resp.
◦
Y sp) est obtenue à partir de la réunion disjointe des Y sp

s

(resp.
◦
Y sp
s ), pour s ∈ S, en identifiant les points Ps1(a),a et Ps2(a),a, pour

a ∈ Ac. Le point Pa = Ps1(a),a = Ps2(a),a est alors un point marqué singulier
de Y sp (appartenant à

◦
Y sp), et on définit sa multiplicité comme étant m(a).

Ceci fournit une description de l’espace topologique sous-jacent à Y ado.
Pour démontrer le théorème, il reste à prouver que la restriction OY , aux ou-
verts de Zariski, du faisceau structural OY ado de Y ado produit des R-algèbres
de Tate, et il suffit de vérifier ceci pour un voisinage assez petit U de tout
point fermé P de

◦
Y sp. Il y a deux cas à considérer pour P .

• Si P n’est pas un point marqué, alors P appartient à une unique
composante Y sp

s et on prend pour U un ouvert de
◦
Y sp
s ; son tube ]U [ dans

(la fibre générique de) Y̆s est un sous-affinoïde de Y̆s, et on a OY (U) =

R ⊗̂ OC̆
O+(]U [) qui est bien une R-algèbre de Tate.
• Si P = Pa, avec a ∈ Ac, et si S(a) = {s0, s1}, alors Pa est le point

d’intersection de Y sp
s0 et Y sp

s1 . On prend pour U un ouvert de la forme U0∪U1,
où Ui est un ouvert de Y sp

si contenant Pa et suffisamment petit pour qu’il
existe Zi ∈ O(Ui) ayant un zéro simple en Pa. La propriété de faisceau décrit
OY (U) comme le noyau

OY (U) = Ker
[
R ⊗̂ OC̆

(O+(]U0[)×O+(]U1[))⊕O(Ya) → O(Ya,s0)×O(Ya,s1)
]
,

où ]Ui[ est le tube de Ui dans Y̆si , les flèches de O(Ya) dans les O(Ya,si) sont
induites par les inclusions des Ya,si dans Ya, et la flèche de O+(]Ui[) dans
O(Ya,si) par Ya,si

∼= Ysi,a ⊂]Ui[, si i = 0, 1.
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Posons A = OY (U), B̆ = O+(]U0[) × O+(]U1[) et B = R ⊗̂ OC̆
B̆. Com-

mençons par prouver que la suite

0 → A → B → R[[T0, T
−1
0 〉 ⊕R[[T1, T

−1
1 〉

R[[T0, T1]]/(T0T1 −m(a))
→ 0

est exacte. Elle est exacte à gauche et au milieu par définition de A. Pour
prouver la surjectivité de la flèche de droite, il suffit de le faire modulo
m(a) car tout est séparé et complet pour la topologie m(a)-adique. Mais
alors, si Ra = R/m(a), l’application B/m(a) → Ra[[T0,T

−1
0 〉⊕Ra[[T1,T

−1
1 〉

Ra[[T0,T1]]/(T0T1)
se

factorise à travers Ra[[T0,T
−1
0 〉

T0Ra[[T0]]
⊕ Ra[[T1,T

−1
1 〉

T1Ra[[T1]]
. Comme B = B0 ⊕ B1, avec

Bi = R ⊗̂ OC̆
B̆i et B̆i = O+(]Ui[), l’application ci-dessus est la somme des

Bi/m(a) → Ra[[Ti,T
−1
i 〉

TiRa[[Ti]]
, ce qui permet d’utiliser le lemme 3.14 pour prouver

sa surjectivité.
Soient B++ = mR ⊗̂ OC̆

B̆ et A++ = A ∩ B++. Le lemme 3.14 permet
aussi de prouver que la suite

0 → A++ → B++ → mR[[T0, T
−1
0 〉 ⊕mR[[T1, T

−1
1 〉

mR[[T0, T1]]/(T0T1 −m(a))
→ 0

est exacte. Si B = B/B++ et A = A/A++, on a donc une suite exacte

0 → A → B → kC((T0))⊕ kC((T1))

kC [[T0, T1]]/(T0T1)
→ 0.

Il en résulte que A = OY sp(U) ; en particulier, A est de type fini sur kC .
Par ailleurs, si zi ∈ O+(]Ui[) est tel que z−1

i est un paramètre du cercle
fantôme Ysi,a, on déduit du lemme 3.14, que 1 et les z−k

i , pour i = 0, 1

et k ≥ 1, forment une base orthonormale de B/A. Comme cette base est
constituée d’éléments de B̆, le lemme 3.8 permet d’en déduire que A est une
R-algèbre de Tate, ce que l’on voulait.

Remarque 3.18. On peut adapter la construction ci-dessus à un patron gé-
néralisé comme dans la rem. 3.16 ; on recolle des R-boules ouvertes Yb (avec
O(Yb) = R[[Tb]]) le long des R-cercles fantômes Ys,b, pour b ∈ B. La courbe
ainsi obtenue est propre si et seulement si B = A KAc.
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Ya3

Ya1
Ya2

Ys2Ys1 Ys3

Γad(Y )

a1 a2
a3

a4
a5

s1

s2

s3

(Pa3
, μ3)

(Pa1
, μ1) (Pa2

, μ2)

(Pa4
, 0+)

(Pa5
, 0+)

Y sp
s2

Y sp
s1 Y sp

s3

Y sp

Un affinoïde Y construit à partir de 3 shorts et 3 jambes

Ce dessin représent un affinoïde Y obtenu en recollant, le long de cercles fan-
tômes (en pointillés rouges), des shorts Ys1 , Ys2 et Ys3 , de genres respectifs 4, 0 et 3,
et des jambes Ya1 , Ya2 et Ya3 , de longueurs respectives μ1, μ2, μ3. La fibre spéciale
Y sp a cinq points marqués : trois correspondant aux spécialisations des jambes et
deux aux tubes enlevés sur Ys3 . Le squelette Γan(Y ) est constitué du triangle de
sommets s1, s2 et s3 (les longueurs des arêtes a1, a2 et a3 sont μ1, μ2 et μ3) et on
obtient Γad(Y ) en rajoutant les flèches a4 et a5.

Notons que Y sp
s2 est un P1 avec deux points marqués. Il peut donc se contracter

et les deux points fusionner en un point de multiplicité μ1 + μ2. Cela comprime la
sphère Ys2 en un cercle et les deux jambes Ya1 et Ya2 se recollent le long de ce cercle
pour former une jambe de longueur μ1 + μ2. Enfin, le sommet s2 disparaît et les
arêtes a1 et a2 fusionnent en une arête de longueur μ1 + μ2.

3.6.3. Cas particuliers. Le th. 3.17 admet un certain nombre de spécia-
lisations sympathiques.

• Le cas R = OC .
Par spécialisation au cas R = OC et m(a) = pμ(a), on tire le résultat

suivant (l’unicité est immédiate ; l’existence est fournie par le th. 3.17).

Théorème 3.19. Si (Γ, (Yi)i∈I , (ιi,j)(i,j)∈I2,c) est un patron de courbe, il
existe un unique couple (Y, S), où Y est une courbe quasi-compacte et S

une triangulation de Y , dont ce soit le patron.
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• Le cas R = OC [[Ta, a ∈ Ac]].
Soit (Γ, (Yi)i, (ιi,j)(i,j)∈I2,c) un patron de courbe, avec Γ = (A,S, μ), et

soit Y la OC-courbe qui lui correspond. On fabrique un patron de R-courbe
en changeant a 	→ μ(a) en a 	→ Ta. La R-courbe associée peut être vue
comme une famille de courbes paramétrées par la boule unité ouverte

◦
BAc .

La fibre en (pμ(a))a∈Ac
, est Y ; toutes les courbes de la famille ont la même

fibre spéciale (au marquage près : Pa devient de multiplicité vp(za) sur la
fibre en (za)a∈Ac

) ; la fibre en (0)a∈Ac
, est une courbe singulière ayant même

graphe dual que la fibre spéciale.

• Le cas R = Ainf .
Soit (Γ, (Yi)i, (ιi,j)(i,j)∈I2,c) un patron de courbe, avec Γ = (I, I2, μ), et

soit Y la OC-courbe qui lui correspond. On peut fabriquer un patron de
Ainf -courbe (Γ, (Ỹi)i, (ι̃i,j)(i,j)∈I2,c) en choisissant des modèles Y̆s sur OC̆ des
Ys, pour s ∈ S, et en posant :

� O(Ỹs) := Ainf ⊗̂ OC̆
O(Y̆s), si s ∈ S,

� O(Ỹa) := Ainf [[Ta,s1 , Ta,s2 ]]/(Ta,s1Ta,s2 − p̃μ(a)), si a ∈ Ac,
et en choisissant :

� ι̃a,s : Ainf [[Ts,a, T
−1
s,a 〉

∼→ Ainf [[Ta,s, T
−1
a,s 〉 un relèvement de ιa,s, si

(a, s) ∈ I2,c (un tel relèvement est obtenu en choisissant un relèvement
ι̃a,s(Ts,a) ∈ Ainf [[Ta,s, T

−1
a,s 〉 de ιa,s(Ts,a) ∈ OC [[Ta,s, T

−1
a,s 〉).

Le patron ainsi défini dépend du choix des Y̆s et des ι̃i,j ; la Ainf -courbe Ỹ
qui lui correspond peut être vue comme une famille de courbes ayant toutes
la même fibre spéciale, paramétrées par les idéaux premiers fermés de Ainf :

– la fibre en p = p̃ est Y ;
– la fibre en p = [a] avec a ∈ mC� K {0} est un modèle sur OCa

d’une
courbe lisse définie sur Ca ;

– la fibre Y̆ en p̃ = 0 est un modèle sur OC̆ d’une courbe singulière définie
sur C̆, ayant même graphe dual que la fibre spéciale de Y ;

– la fibre en p = 0 un modèle sur OC� d’une courbe lisse sur C
.
On peut donc, en particulier, voir Ỹ comme une famille de courbes in-

terpolant entre Y et Y̆ .

3.7. Cohomologie de de Rham adoque

Soit (Γ, (Yi)i, (ιi,j)(i,j)∈I2,c) un patron de courbe, avec Γ = (I, I2, μ), et
soit Y la OC-courbe qui lui correspond. On décompose I sous la forme Ac�S
habituelle. Si a ∈ Ac a pour extrémités s1, s2, on note U sp

a l’ouvert de Y sp

constitué de Pa et des lieux de lissité de
◦
Y sp
s1 et

◦
Y sp
s2 . Le tube Ua de U sp

a

s’obtient en recollant Ys1 et Ys2 à Ya le long de Ya,s1 et Ya,s2 .
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Les Ua forment un recouvrement de Y , et on peut calculer la cohomologie
de de Rham de Y à la Čech en utilisant ce recouvrement. Si a1, a2 ∈ A(s),
on a Ua1

∩ Ua2
= ∅ sauf s’il existe s ∈ S tel que a1, a2 ∈ A(s), auquel cas

Ua1,a2
:= Ua1

∩ Ua2
= Ys. On note C•

dR(Y ) le complexe

C•
dR(Y ) :=

[ ∏
a∈Ac

Ω•(Ua) −→
∏
a1,a2

Ω•(Ua1,a2
)
]

Ses groupes d’hypercohomologie sont les groupes H i
dR(Y ) de cohomologie de

de Rham (logarithmique) de Y . Un 1-cocycle est de la forme

((ωa)a, (fa1,a2
)a1,a2

), ωa ∈ Ω1(Ua), fa1,a2
∈ O(Ua1,a2

),

dfa1,a2
= ωa2

− ωa1
, fa1,a2

+ fa2,a3
+ fa3,a1

= 0, si a1, a2, a3 ∈ A(s).

Un 1-cobord est de la forme ((dfa)a, (fa2
− fa1

)a1,a2
).

De même, on définit les H i
dR(Y

ado) comme les groupes d’hypercohomo-
logie du complexe

C•
dR(Y

ado) :=
[∏
i∈I

Ω•(Yi) −→
∏

(i,j)∈I2,c

Ω•(Yi,j)
]

On choisit a(s) ∈ A(s), pour tout s ∈ S. Cela fournit une application
Z1
dR(Y ) → Z1

dR(Y
ado) envoyant ((ωa)a, (fa1,a2

)a1,a2
) sur ((ηi)i, (gi,j)i,j), avec

ηa = ωa si a ∈ Ac, ηs = ωa(s) si s ∈ S et ga,s = fa,a(s) si (a, s) ∈ I2,c.

Proposition 3.20. L’application Z1
dR(Y ) → Z1

dR(Y
ado) ci-dessus induit un

isomorphisme
H1

dR(Y )
∼→ H1

dR(Y
ado)

qui ne dépend pas du choix des a(s).

Démonstration. Si on change a(s) en a′(s), le cocycle ((ηi)i, (gi,j)i,j) est mo-
difié par le bord de ((fa(s),a′(s))s, (0)a), ce qui montre que le morphisme de
la proposition ne dépend pas du choix des a(s).

Prouvons son injectivité. Si ηi = dgi et gi,j = gj − gi, et si a ∈ Ac a
pour extrémités s1 et s2, alors ga est la restriction à Ya de la fonction fa
sur Ua valant gsi − fa(si),a sur Ysi (ces fonctions se recollent sur les Ya,si car
fa,a(s) = ga,s = gs − ga). Alors ((ωa)a, (fa1,a2

)a1,a2
) est le bord de (fa)a, ce

qui prouve l’injectivité.
Passons à la surjectivité. Compte-tenu de l’injectivité et de ce que tout

est (dérivé) complet pour la topologie p-adique, il suffit de vérifier le résultat
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mod pr, avec r > 0. On choisit r assez petit pour que Y/pr ∼= (OC/p
r)⊗

◦
Y sp.

Auquel cas, comme H2 est sans p-torsion, on est ramené au même énoncé
pour

◦
Y sp, où les deux membres calculent la cohomologie de de Rham de

◦
Y sp

vu comme espace de Berkovich et sont donc égaux.

Remarque 3.21. Les mêmes techniques permettent de prouver que, si on
compactifie un short Y en une OC-courbe propre X en recollant des disques
Di le long des cercles fantômes Ci à la frontière, alors on peut calculer la
cohomologie de de Rham de X en utilisant le recouvrement par Y et les Di.
On en déduit une suite exacte

0 → H1
dR(X) → H1

dR(Y )⊕
∏
i

H1
dR(Di) →

∏
i

H1
dR(Ci) → H2

dR(X)

4. Cohomologie des boules, des jambes et des cercles
fantômes

Dans ce chapitre, on définit les symboles �-adiques des jambes et des
cercles fantômes. Si � �= p, ces groupes ont une expression simple (et clas-
sique), et on relie (prop. 4.11) les symboles p-adiques à la cohomologie syn-
tomique en se ramenant aux cas des boules unités ouverte et fermée. Le
lien entre cette cohomologie syntomique et la cohomologie étale p-adique est
exploré dans l’appendice.

4.1. Symboles �-adiques

4.1.1. Fonctions inversibles. Le lemme 4.2 et le cor. 4.3 sont parfaite-
ment classiques, mais la preuve que nous en donnons est une bonne intro-
duction aux méthodes utilisées dans l’article.

On munit B+
cris[[T ]] du frobenius ϕ(

∑
n≥0 anT

n) =
∑

n≥0 ϕ(an)T
pn.

Lemme 4.1. Soit ũ ∈ 1+ TB+
cris[[T ]]. Les conditions suivantes sont équiva-

lentes :
a) ũ ∈ 1 + TAcris[[T ]],
b) ϕ(ũ)

ũp ∈ 1 + pTAcris[[T ]].
c) log ϕ(ũ)

ũp ∈ pTAcris[[T ]].

Démonstration. L’implication a)⇒b) est immédiate ainsi que l’équivalence
de b) et c). Il ne reste donc que b)⇒a) à prouver. On peut écrire ũ sous la
forme ũ =

∏
n≥1(1+ unT

n), et on montre, par récurrence que un ∈ Acris : si

ũn = ũ
∏

i≤n−1

(1 + uiT )
−1,
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l’hypothèse de récurrence permet de montrer que ϕ(ũn)
ũp
n

∈ 1 + pTAcris[[T ]].
Or le terme de degré n est juste −pun, et donc un ∈ Acris.

Lemme 4.2. (i) Tout élément u de (OC [[T, T
−1〉[1p ])∗ peut s’écrire, de ma-

nière unique, sous la forme u = c T k u+ u−, avec k ∈ Z, c ∈ C∗, u+ ∈
1 + TOC [[T ]] et u− ∈ 1 + T−1mC〈T−1〉.

(ii) (v(u), v′(u)) := (vp(c), k) ne dépend pas du choix de l’uniformi-
sante T .

Démonstration. L’unicité est claire : si aT ku+u− = bT �v+v− avec k ≥ �,
alors v−

u−
= a

bT
k−� u+

v+
, d’où l’on déduit que v− = u− (car le membre droite

appartient à OC [[T ]][
1
p ] et celui de gauche à 1+T−1mC〈T−1〉 et l’intersection

de ces deux ensembles est réduite à {1}), puis que k = � et a = b (regarder
le terme constant du membre de droite), et donc u+ = v+ aussi.

Prouvons l’existence. En utilisant la théorie des polygones de Newton, on
prouve que u =

∑
n∈Z cnT

n ∈ OC [[T, T
−1〉[1p ] est inversible si et seulement si

infn∈Z vp(cn) est atteint. Si on note k le minimum des n pour lesquels vp(cn)
est minimum, on peut écrire u sous la forme ckT

ku0, avec u0 =
∑

n∈Z anT
n,

avec an ∈ OC pour tout n, a0 = 1, an ∈ mC si n < 0 et an → 0 quand
n → −∞.

Relevons u0 en ũ0 ∈ Acris[[T, T
−1〉 (par exemple ũ0 :=

∑
n∈Z[a



n]T

n).
Alors ũ0 est inversible et donc on peut écrire dũ0

ũ0
= adT

T +f+
dT
T +f−

dT
T , avec

a ∈ Acris, f+ ∈ TAcris[[T ]] et f− ∈ T−1Acris〈T−1〉.
On a ϕ(ũ0)

ũp
0

∈ 1 + pAcris[[T, T
−1〉 et on peut donc écrire log ϕ(ũ0)

ũp
0

=

p(b + g+ + g−), avec b ∈ Acris, g+ ∈ TAcris[[T ]] et g− ∈ T−1Acris〈T−1〉,
et on a dg+ + dg− = (ϕp − 1)(a + f+ + f−)

dT
T . Comme ϕ(T ) respecte la

décomposition en puissances positives et négatives de T , on en déduit que
dg+ = (ϕp − 1)f+

dT
T .

Posons ũ+ = exp(
∫
f+

dT
T ) ∈ 1 + TB+

cris[[T ]]. On a log ϕ(ũ+)
(ũ+)p = pg+ ∈

pAcris[[T ]]. Il en résulte, grâce au lemme 4.1, que ũ+ ∈ 1 + Acris[[T ]], et
donc, si u+ = θ(ũ+), on a u+ ∈ 1 + TOC [[T ]]. De plus, par construction,
du0

u0
− du+

u+
= θ(a + f−)

dT
T ∈ OC〈T−1〉dTT , et donc v = u0

u+
∈ OC〈T−1〉 Si

v =
∑

n≤0 bnT
n, il suffit alors de poser c = ckb0 et u− = v

b0
pour avoir la

factorisation de u cherchée.
Pour prouver le (ii), posons Λ = OC [[T, T

−1〉 et I = mC [[T, T
−1〉. Si

S ∈ Λ est tel que ιS : OC [[S, S
−1〉 → Λ est un isomorphisme, alors l’image

de mC [[S, S
−1〉 est encore I et ιS induit un isomorphisme kC((S))

∼→ kC((T ))
par passage au quotient modulo I. Maintenant, r = vp(c) est caractérisé par
l’appartenance de p−ru et pru−1 à Λ et k est la valuation T -adique de l’image
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de p−ru dans kC((T )) ; c’est donc aussi la valuation S-adique de p−ru dans
kC((S)) au vu de l’isomorphisme ci-dessus. Il s’ensuit que (r, k) ne dépend
que de u et pas du choix de T , comme voulu.

On rappelle que si Y est une jambe ou un cercle fantôme on définit
O(Y gen) comme étant O(Y )[1p ] ; on a donc O(Y gen)∗∗ = O(Y )∗∗.

Corollaire 4.3. Si Y est une jambe, avec O(Y ) = OC [[T1, T2]]/(T1T2 − pr),
et si u ∈ O(Y gen)∗, on peut écrire, de manière unique, u = c T k

1 u+ u−, avec
k ∈ Z, c ∈ C∗, u+ ∈ 1 + T1OC [[T1]] et u− ∈ 1 + T2OC [[T2]].

Démonstration. On a O(Y gen)∗ ⊂ (OC [[T1, T
−1
1 〉[1p ])∗, ce qui fournit une

factorisation de u sous la forme u = c T k
1 u+ u−, avec k ∈ Z, c ∈ C∗, u+ ∈

1 + T1OC [[T1]] et u− ∈ 1 + T−1
1 mC〈T−1

1 〉. Mais

u−= c−1T−k
1 (u+)−1u ⇒ u− ∈O(Y gen)∗∩

(
1+T−1

1 OC〈T−1
1 〉

)
=1+T2OC [[T2]]

ce qui permet de conclure.

4.1.2. Symboles. Si Y est un cercle fantôme une jambe ou la boule unité
fermée, on pose

Symb�(Y
gen) = Z� ⊗̂O(Y gen)∗.

Si Y est une jambe ou la boule unité fermée, on définit A�,n(Y
gen) comme

le sous-groupe de C(Y gen)∗ des f dont le diviseur est à support fini (ceci est
automatique dans le cas de la boule) et divisible par �n.

Lemme 4.4. On a un isomorphisme naturel

Symb�(Y
gen)

∼→ lim←−
n

(
A�,n(Y

gen)/(C(Y gen)∗)�
n)

Démonstration. L’injectivité est une conséquence de ce que, si f ∈ O(Y gen)∗

et si f = g�
n avec g ∈ C(Y gen)∗, alors g ∈ O(Y gen)∗ puisque O(Y gen) est nor-

mal (ou bien en remarquant que g n’a ni zéro ni pôle sur Y ). Pour la surjecti-
vité soit f = (fn)n∈N un élément du membre de droite. Puisque tout diviseur
de support fini est principal, il existe hn ∈ C(Y gen)∗ tel que un := fnh

−�n
n ∈

O(Y gen)∗. Or fn+1/fn ∈ (C(Y gen)∗)�
n , donc un+1/un ∈ (C(Y gen)∗)�

n et en
utilisant encore la normalité de O(Y gen) on obtient un+1/un ∈ (O(Y gen)∗)�

n .
Ainsi (un)n induit un élément de Z� ⊗̂O(Y gen)∗ s’envoyant sur (fn)n, ce qui
permet de conclure.
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Proposition 4.5. Si Y est une jambe ou un cercle fantôme, et si � �= p,
l’application résidu 31 induit un isomorphisme

Res : Symb�(Y
gen)

∼−→ Z�.

Démonstration. Il ressort du lemme 4.2 et du cor. 4.3 (et de ce que C∗ est
�-divisible) que l’on a des isomorphismes

Z� ⊗̂O(Y gen)∗ ∼=
{
Z� ⊕ (Z� ⊗̂O(

◦
B)∗)⊕ (Z� ⊗̂O(

◦
B)∗) Y jambe,

Z� ⊕ (Z� ⊗̂O(
◦
B)∗)⊕ (Z� ⊗̂O(B)∗∗) Y cercle fantôme

On conclut en remarquant que 1 +XOC [[X]] et 1 +XmC〈X〉 sont tous les
deux �-divisibles si � �= p car la série

∑
k≥0

(1/�
k

)
(x − 1)k converge dans les

deux cas.

4.2. Régulateur syntomique

4.2.1. Le régulateur. Si O(Y ) = OC [[T1, T2]]/(T1T2 − pr) (i.e. Y est
une jambe), on pose O(Ỹ ) := Acris[[T1, T2]]/(T1T2 − p̃r) comme au no 3.3.2.
Si Y est un cercle fantôme (avec O(Y ) = OC [[T, T

−1〉), on pose O(Ỹ ) :=

Acris[[T, T
−1〉. Si Y est la boule unité ouverte

◦
B (et donc O(Y ) = OC [[T ]]),

on pose O(Ỹ ) := Acris[[T ]], et si Y est la boule unité fermée B (i.e. O(Y ) =
OC〈T 〉), on pose O(Ỹ ) := Acris〈T 〉.

Dans tous les cas :
• On dispose d’une surjection O(Ỹ ) → O(Y ) ; on note F 1O(Ỹ ) le noyau.
• On munit O(Ỹ ) du frobenius ϕ, agissant comme on pense sur Acris, et

par Ti 	→ T p
i ou T 	→ T p suivant les cas.

• On note Ω1(Ỹ ) le module des différentielles continues de O(Ỹ ) relati-
vement à Acris. On a donc Ω1(Ỹ ) = O(Ỹ )dZZ avec Z = T1 (resp. Z = T )
si Y est une jambe (resp. un cercle fantôme), et on a Ω1(Ỹ ) = O(Ỹ )dT si
Y = B ou Y =

◦
B.

Si Y =
◦
B,B, une jambe ou un cercle fantôme, les groupes de cohomologie

syntomique H i
syn(Y, 1), sont les groupes de cohomologie du complexe (notons

que ϕ(F 1O(Ỹ )) ⊂ pO(Ỹ ) et ϕ(Ω1(Ỹ )) ⊂ pΩ1(Ỹ ), ce qui donne un sens à ϕ
p ) :

Syn(Y, 1) := F 1O(Ỹ )
d,1−ϕ

p

Ω1(Ỹ )⊕ O(Ỹ )
(1−ϕ

p
)−d

Ω1(Ỹ ) .

31. Obtenue, par continuité, à partir de f 	→ ResY
df
f .
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Remarquons que, dans tous les cas, un élément de H0 est une constante (car
tué par d) appartenant à (F 1Acris)

ϕ=p, et donc

H0
syn(Y, 1) = Zpt.

Comme Zp ⊗̂C∗ = 0, on peut écrire u ∈ Zp ⊗̂O(Y gen)∗ sous la forme∏
n≥0(T

anup
n

n ), avec an ∈ Z (an = 0 si Y =
◦
B,B) et un ∈ O(Y )∗. Si on

choisit un relèvement ũn de un dans O(Ỹ )∗, et si on pose a =
∑

n≥0 p
nan et

x = adT1

T1
+
∑

n≥0
pn dũn

ũn
et y = 1

p

∑
n≥0

pn log ϕ(ũn)
ũp
n

,

alors (x, y) est un 1-cocycle de Syn(Y, 1). Comme ũn est bien déterminé à un
élément de 1 + F 1O(Ỹ ) près, la classe de (x, y) dans H1

syn(Y, 1) ne dépend
que de u, et pas du choix des ũn (car (dṽṽ ,

1
p log

ṽp

ϕ(ṽ)) est le bord de log ṽ

qui appartient à F 1O(Ỹ ) si v ∈ 1 + F 1O(Ỹ ) puisque F 1Acris admet des
puissances divisées). Elle définit donc une application

δY : Symbp(Y
gen) ∼= Zp ⊗̂O(Y gen)∗ → H1

syn(Y, 1).

4.2.2. La boule ouverte. Dans ce cas, 1+ TOC [[T ]] est complet pour la
topologie p-adique, et l’application naturelle 1+TOC [[T ]] → Zp ⊗̂O(

◦
Bgen)∗

est un isomorphisme. On peut donc définir δ ◦
B

sans passage à la limite : si
u ∈ 1 + TOC [[T ]], on choisit un relèvement ũ de u dans 1 + TAcris[[T ]] (i.e
θ(ũ) = u), et alors

(
dũ
ũ , 1p log

ũp

ϕ(ũ)

)
définit un 1-cocycle de Syn(

◦
B, 1) (on a

ũp

ϕ(ũ) ∈ 1 + pTAcris[[T ]], et donc 1
p log

ũp

ϕ(ũ) ∈ Acris[[T ]]). Ce cocycle est le
cobord de log ũ qui n’appartient à F 1Acris[[T ]] que si u = 1. On a donc
construit une injection naturelle

δ ◦
B
: 1 + TOC [[T ]] ↪→ H1

syn(
◦
B, 1).

Proposition 4.6. On a H0
syn(

◦
B, 1) = Zpt, H2

syn(
◦
B, 1) = 0 et δ ◦

B
induit un

isomorphisme

δ ◦
B
: 1 + TOC [[T ]]

∼→ H1
syn(

◦
B, 1).

Démonstration. La nullité de H2 résulte de ce que 1 − T p−1ϕ est surjectif
sur Acris[[T ]] (et même bijectif, d’inverse 1 + T p−1ϕ + (T p−1ϕ)2 + · · · ), ce

qui implique que 1− ϕ
p : Ω1(

◦̃
B) → Ω1(

◦̃
B) est surjectif.
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Maintenant, on a

Syn(
◦
B, 1) = Syn(

◦
B, 1)+ ⊕ C•

0 ,

où

Syn(
◦
B, 1)+ := F 1O(

◦̃
B)0

d,1−ϕ

p

Ω1(
◦̃
B)⊕ O(

◦̃
B)0

(1−ϕ

p
)−d

Ω1(
◦̃
B)

avec O(
◦̃
B)0 = TAcris[[T ]], et

C•
0 = [ F 1Acris

1−ϕ

p

Acris 0 ].

On a H0(C•
0 ) = Zpt, H1(C•

0 ) = 0 et H0(Syn(
◦
B, 1)+) = 0. Pour conclure, il

suffit donc de prouver que l’injection δ ◦
B
: 1 + TOC [[T ]] ↪→ H1(Syn(

◦
B, 1)+)

est une surjection. Soit donc (x, y) un 1-cocycle de Syn(
◦
B, 1)+, avec x =(∑

n≥0 xnT
n
)
dT , y =

∑
n≥1 ynT

n. Soit f =
∑

n≥1
xn−1

n Tn de telle sorte que
f ∈ TB+

cris[[T ]] vérifie df = x, et soit ũ = exp f ∈ 1+ TB+
cris[[T ]]. Il s’agit de

prouver qu’en fait ũ ∈ 1 + TAcris[[T ]] car alors (x, y) = δ ◦
B
(θ(ũ)).

Or (1− ϕ
p )f = y car les deux membres ont même terme constant (i.e. 0)

et même différentielle puisque

d
(
(1− ϕ

p )f
)
= (1− ϕ

p ) · df = (1− ϕ
p )x = dy,

et donc ϕ(f) − pf = py ∈ pTAcris[[T ]] et ϕ(ũ)
ũp ∈ 1 + pTAcris[[T ]], ce qui

permet d’utiliser le lemme 4.1 pour conclure.

4.2.3. La boule fermée. Soit B la boule fermée. Alors

Zp ⊗̂O(Bgen)∗ = Zp ⊗̂ (1 + TmC〈T 〉).

Soit mcris = {x ∈ Acris, θ(x) ∈ mC}.

Proposition 4.7. H2
syn(B, 1) = Zpt, H2

syn(B, 1) = 0 et δB induit un iso-
morphisme

δB : Zp ⊗̂O(Bgen)∗∗ ∼= H1
syn(B, 1),

si p > 2 (si p = 2, δB est presque un isomorphisme 32).

32. Cela veut dire que δB est injectif et son conoyau est tué par 2.
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Démonstration. Le calcul de H0 a déjà été fait. Pour prouver la nullité de
H2, il suffit de montrer que T kdT ∈ (1− ϕ/p)Ω1(B̃) + dO(B̃) pour tout k.
En écrivant k + 1 = pin avec n premier à p et en posant fn = Tn

n , on a

T kdT = dfn + (1− ϕ/p)ω, ω := −
i−1∑
j=0

(ϕ/p)j(dfn).

L’injectivité de δB se démontre comme pour la boule ouverte. La sur-
jectivité est nettement plus délicate et demande quelques préliminaires, qui
seront aussi utilisés dans le chapitre 5.

Lemme 4.8. Soient (an)n≥0 et (bn)n≥0 deux suites dans Acris, qui tendent
vers 0 et telles que bn = ϕn(a0) + pϕn−1(a1) + ...+ pnan pour tout n. Alors
θ0(bn)/p

n+1 ∈ OC̆ pour tout n et limn→∞ θ0(bn)/p
n+1 = 0.

Démonstration. On a Acris = OC̆ ⊕ Ker θ0 et cette décomposition est ϕ-
équivariante. En appliquant θ0 à l’égalité

bn+s = ϕs(bn) + pn+1ϕs−1(an+1) + ...+ pn+san+s

et en passant à la limite pour s → ∞, on obtient

vp(θ0(bn)) ≥ inf
k≥n+1

(k + vp(θ0(ak))),

ce qui permet de conclure puisque limk→∞ vp(θ0(ak)) = ∞.

Lemme 4.9. Si p > 2 et a ∈ ker(θ0), il existe z ∈ TF 1Acris〈T 〉 tel que

exp
(
z +

∑
�≥0

p−�ϕ�(a)T p�) ∈ 1 + Tmcris〈T 〉.

Si a ∈ pN ker(θ0) on peut choisir un tel z dans pNTF 1Acris〈T 〉.

Démonstration. Puisque Acris = Ainf [
p̃k

k! ]
∧, il existe une suite xk ∈ Ainf

tendant vers 0 telle que a =
∑

k≥0 xk
p̃k

k! . Notons a1 =
∑p−1

k=0 xk
p̃k

k! et a2 =

a − a1. Puisque θ0(a) = 0, on a x0 ∈ W (mC�) et donc a1 ∈ W (mC�) aussi.
En écrivant a1 =

∑
k≥0 p

k[bk] avec bk ∈ mC� , on obtient

exp
(∑
�≥0

p−�ϕ�(a1)T
p�)

=
∏
k≥0

expAH([bk]T )
pk ∈ 1 + Tmcris〈T 〉,
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puisque l’exponentielle d’Artin-Hasse

expAH(X) = exp(
∑
i≥0

p−iXpi

)

appartient à 1 +XZp[[X]].
Il suffit donc de démontrer le résultat pour a2. La relation ϕ(p̃) = p̃p et

l’inégalité vp(
(p�k)!
k! ) = k p�−1

p−1 ≥ p�, valable pour k ≥ p et � ≥ 1, montrent que
la série

∑
�≥1 p

−�ϕ�(a2)T
p� converge dans pAcris〈T 〉 et, puisque p > 2, son

exponentielle est dans 1 + Tmcris〈T 〉. Il reste donc à montrer l’existence de
z ∈ TF 1Acris〈T 〉 tel que exp(z+ a2T ) ∈ 1+Tmcris〈T 〉. Il suffit de poser z =

−
∑

k≥p xk
p̃k−pk

k! T et de noter que z + a2T =
∑

k≥p xk
pk

k! T ∈ pAcris〈T 〉.

Remarque 4.10. Pour p = 2, la preuve ci-dessus tombe en défaut mais reste
valable si on remplace a par 2a.

Revenons à la preuve de la surjectivité. Soit (x, y) un 1-cocycle du com-
plexe Syn(B, 1)+, avec x =

(∑
n≥0 xnT

n
)
dT et y =

∑
n≥1 ynT

n. En décom-
posant n sous la forme n = pij, avec (j, p) = 1, on peut écrire

x =
∑

(j,p)=1

jpc(j)bj , y =
∑

(j,p)=1

pc(j)aj

avec c(j) → +∞ quand j → ∞ et

bj =
∑
i≥0

bi,jT
jpi−1dT ∈ Acris〈T 〉dT, aj =

∑
i≥0

ai,jT
jpi ∈ Acris〈T 〉.

Soit

fj =
∑
i≥0

bi,j
pi T

jpi

.

Il suffit de montrer l’existence de zj ∈ TF 1Acris〈T 〉 qui tendent vers 0 et
tels que ũj = exp(zj + fj) ∈ 1+ TB+

cris[[T ]] appartienne à 1+Tmcris〈T 〉, car
alors (x, y) = δB(

∏
j θ(ũj)

pc(j)

) dans H1
syn(B, 1).

La relation (1− ϕ
p )x = dy se traduit par b0,j = a0,j et bi,j = ϕ(bi−1,j) +

piai,j si i ≥ 1. On a alors

bi,j = ϕi(a0,j) + pϕi−1(a1,j) + · · ·+ piai,j .
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Cela montre d’une part que

fj =
∑
k≥0

(∑
�≥0

p−�ϕ�(ak,j)T
jpk+�)

et d’autre part (lemme 4.8) que
∑

i≥1 θ0(bi,j)p
−iT jpi converge dans pOC̆〈T 〉,

donc son exponentielle appartient à 1+Tmcris〈T 〉 (si p = 2, il faut multiplier
x et y par 2 pour assurer cette appartenance). En utilisant la décomposition
ϕ-équivariante Acris = OC̆ ⊕ Ker θ0 on peut ainsi se ramener au cas ai,j ∈
ker(θ0) pour tous i, j. Comme ak,j → 0 dans Ker θ0 (i.e. p-adiquement), il
suffit d’appliquer le lemme 4.9 pour conclure.

4.2.4. Jambes et cercles fantômes. Soit Y une jambe ou un cercle
fantôme (i.e. O(Y ) = OC [[T1, T2]]/(T1T2 − pr) ou OC [[T1, T

−1
1 〉).

Proposition 4.11. H0
syn(Y, 1) = Zpt et δY : Symbp(Y

gen) → H1
syn(Y, 1) est

un isomorphisme, si p > 2 (et presque un isomorphisme si p = 2).

Démonstration. Il ressort du lemme 4.2 et du cor. 4.3 (et de ce que C∗ est
p-divisible) que l’on a des isomorphismes

Zp ⊗̂O(Y gen)∗ ∼=
{
Zp ⊕ (Zp ⊗̂O(

◦
B)∗)⊕ (Zp ⊗̂O(

◦
B)∗) Y jambe,

Zp ⊕ (Zp ⊗̂O(
◦
B)∗)⊕ (Zp ⊗̂O(B)∗∗) Y cercle fantôme.

Le complexe Syn(Y, 1) se décompose pareillement (en regardant le signe des
puissances de T ) sous la forme

Syn(Y, 1) ∼=
{
Syn(

◦
B, 1)+ ⊕ Syn(

◦
B, 1)+ ⊕ C•

1 si Y est une jambe,
Syn(

◦
B, 1)+ ⊕ Syn(B, 1)+ ⊕ C•

1 si Y est un cercle fantôme,

où C•
1 est le complexe

[ F 1Acris

(0,1−ϕ

p
)
Acris

dT1

T1
⊕Acris

(1−ϕ

p
)−(0)

Acris
dT1

T1
].

On a H0(C•
1 ) = Zpt et H1(C•

1 ) = Zp
dT1

T1
(car ϕ(dT1

T1
) = pdT1

T1
). Cela permet de

déduire le résultat de ceux pour les boules (prop. 4.6 pour la boule ouverte
et prop. 4.7 pour la boule fermée).

Remarque 4.12. Si Y est la boule ouverte ou une jambe, la relation entre les
H i

syn(Y, 1) et les H i
ét(Y,Zp(1)) est analysée dans l’appendice.
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4.3. Dégénérescence de couronnes

Les résultats de ce § et du suivant seront utilisés dans le chap. 6 pour les
preuves de la prop. 6.12 et celle du th. 6.21 (via le lemme 6.19).

Soit Y une jambe, avec O(Y ) = OC [[T1, T2]]/(T1T2−pr) et soient C1, C2

les cercles fantômes aux extrémités de Y , avec O(Ci) = OC [[Ti, T
−1
i 〉 si

i = 1, 2.

4.3.1. Dégénérescence géométrique. Soit Y ∞ la couronne singulière
O(Y ∞) = OC [[T1, T2]]/(T1T2). Les cercles fantômes aux extrémités de Y ∞

sont encore C1 et C2. Si Z = Y, Y ∞, Ci, on définit Ω1(Z) comme le module
O(Z)dT1

T1
(avec la relation dT2

T2
= −dT1

T1
). Soit Ω•(Z) le complexe

Ω•(Z) =
(
O(Z) → Ω1(Z)

)
.

Notons que tout élément de O(Y ∞) ou O(Y ) peut s’écrire, de manière
unique, sous la forme a0 +

∑
n≥1 anT

n
1 +

∑
n≥1 bnT

n
2 . De même, tout élé-

ment de Ω1(Y ∞) ou Ω1(Y ) peut s’écrire, de manière unique, sous la forme(
a0 +

∑
n≥1 anT

n
1 +

∑
n≥1 bnT

n
2 )

dT1

T1
. Cela fournit un isomorphisme naturel

de complexes Ω•(Y ∞) ∼= Ω•(Y ).
Le problème que nous allons rencontrer est que cet isomorphisme ne

commute pas aux flèches naturelles vers Ω•(Ci). Pour remédier à ce problème,
on introduit le quotient Ω

•
(Ci) de Ω•(Ci) défini par :

Ω
•
(Ci) = Ω•(Ci)/

(
T−1
i OC〈T−1

i 〉 → d(T−1
i OC〈T−1

i 〉)
)
.

(Le complexe T−1
i OC〈T−1

i 〉 → d(T−1
i OC〈T−1

i 〉) est acyclique et donc Ω
•
(Ci)

est quasi-isomorphe à Ω•(Ci).)

Lemme 4.13. Si pNr ≥ 1, le diagramme suivant commute à pN−1 près :

Ω•(Y ∞) Ω
•
(Ci)

Ω•(Y ) Ω
•
(Ci)

Démonstration. On peut supposer que i = 1. Alors Tn
1 ∈ O(Y ∞), pour

n ≥ 0, s’envoie sur Tn
1 , que ce soit par O(Y ∞) → O(C1) ou par O(Y ∞) →

O(Y ) → O(C1). Quant à Tn
2 , pour n ≥ 1, il s’envoie sur 0 par O(Y ∞) →

O(C1) et sur pnrT−n
1 par O(Y ∞) → O(Y ) → O(C1), et donc sur 0 si on

quotiente par T−1
1 OC〈T−1

1 〉.
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De même, Tn
1

dT1

T1
, pour n ≥ 0, s’envoie sur Tn

1
dT1

T1
par les deux chemins.

Par contre, Tn
2

dT1

T1
, pour n ≥ 1, s’envoie sur 0 par Ω1(Y ∞) → Ω1(C1) et sur

pnrT−n
1

dT1

T1
par Ω1(Y ∞) → Ω1(Y ) → Ω1(C1). Or pnrT−n

1
dT1

T1
= −d(p

nr

n T−n
1 ),

et on vérifie (il suffit de considérer n = pk) que pN−1 pnr

n ∈ Zp, pour tout
n ≥ 1, si pNr ≥ 1, et donc pN−1Tn

2
dT1

T1
s’envoie sur 0 si on quotiente par

d(T−1
1 OC〈T−1

1 〉).

4.3.2. Dégénérescence arithmétique. On pose

O(Ỹ ) := Acris[[T1, T2]]/(T1T2 − p̃r) et O(Y̆ ) := OC̆ [[T1, T2]]/(T1T2).

On a
O(Y ) = OC ⊗Acris

O(Ỹ ) et O(Y̆ ) = OC̆ ⊗Acris
O(Ỹ ).

Si h est 33 un entier ≥ 0, et si i = 1, 2, on définit O(C̃i)
PDh et O(C̆i)

PDh

comme les complétés p-adiques 34

O(C̃i)
PDh :=

(
Acris[[Ti, T

−1
i 〉[ Uk

[k/ph]! , k ∈ N]
)∧-p

O(C̆i)
PDh :=

(
OC̆ [[Ti, T

−1
i 〉[ Uk

[k/ph]! , k ∈ N]
)∧-p

On définit les modules Ω1(C̃i)
PDh et Ω1(C̆i)

PDh comme les modules des
différentielles continues sur Acris et OC̆ respectivement, et on définit les com-
plexes

Ωτ≤1(C̃i) :=
(
O(C̃i)

PDh → Ω1(C̃i)
PDh
d=0

)
, Ωτ≤1(C̆i) :=

(
O(C̆i)

PDh → Ω1(C̆i)
PDh
d=0

)
,

Ces complexes calculent la cohomologie de de Rham de C̃i et C̆i (à ph près),
mais comme ci-dessus, nous aurons besoin d’un quotient quasi-isomorphe. Si
Z = C̃i, C̆i, et si ΛZ = Acris si Z = C̃i et ΛZ = OC̆ si Z = C̆i, on pose :

Ω
τ≤1

(Z) := Ωτ≤1(Z)/
(
T−1
i ΛZ〈T−1

i 〉 → d
(
T−1
i ΛZ〈T−1

i 〉
))
.

33. Nous n’aurons besoin que de h = 0 dans cet article sauf dans le no 6.3.5
pour passer du complexe définissant la cohomologie de Hyodo-Kato à un complexe
quasi-isomorphe sur lequel l’isomorphisme de Hyodo-Kato devient transparent.

34. PDh réfère à « puissances divisées partielles de niveau h » ; si h = 0, on obtient
les puissances divisées standard. Le U et ses puissances divisées n’ont d’intérêt que
dans une situation où le cercle fantôme est l’intersection d’une jambe Y et d’un short
Y ′, et on veut mettre un frobenius sur le complexe de de Rham, ce qui demande de
travailler dans Ỹ × Ỹ ′ et de prendre un PDh-voisinage de l’intersection ; le lemme
de Poincaré permet de montrer que rajouter U ne change pas la cohomologie de de
Rham de C̃i, à ph près.
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Lemme 4.14. Si pNr ≥ 1, le diagramme suivant commute à pN près :

Ω•(Y̆ ) Ω
τ≤1

(C̆i)

Ω•(Ỹ ) Ω
τ≤1

(C̃i)

Démonstration. La preuve est la même que celle du lemme 4.13 à la petite
différence près qu’il faut utiliser l’appartenance de pN p̃nr

n à Acris, si pNr ≥ 1
(cela résulte de ce que p̃p ∈ pAcris).

5. Cohomologie des shorts

Dans ce chapitre, le plus technique de l’article, on calcule la cohomolo-
gie des affinoïdes ayant bonne réduction : on exprime la cohomologie étale
�-adique en termes de symboles (cor. 5.5), et on en déduit, si � �= p, une
expression de cette cohomologie étale en termes de la jacobienne de la ré-
duction (prop. 5.10, résultat parfaitement classique). Dans le cas � = p, on
relie les symboles à la cohomologie syntomique via un régulateur syntomique
(no 5.2.2) et on prouve un dévissage de la cohomologie étale faisant interve-
nir la cohomologie de de Rham séparée (cor. 5.22). Enfin, dans le cas des
petits shorts, on prouve que le régulateur syntomique est un isomorphisme
(th. 5.34), ce qui nous permettra d’étendre les résultats au cas de mauvaise
réduction dans le chapitre suivant.

5.1. Cohomologie étale des courbes quasi-compactes

Soit Y une courbe quasi-compacte définie sur C. Rappelons que cela
signifie que Y est lisse, irréductible, et que Y est propre ou affinoïde. Soit
C(Y ) le corps des fonctions méromorphes sur Y .

5.1.1. Groupe de Picard. Soit Div(Y ) le Z-module libre de base Y (C).
Soit Pic(Y ) le quotient de Div(Y ) par le sous-Z-module des Div(f), pour f ∈
Frac(O(Y )). Si D ∈ Div(Y ), et si les Ui forment un recouvrement de Y par
des affinoïdes, tels que D = Div(fi) sur Ui, alors fi,j = fi/fj ∈ O(Ui ∩ Uj)

∗

et les fi,j définissent un élément [D] de H1(Y,O∗) qui ne dépend que de D,
et l’application D 	→ [D] induit un isomorphisme de Pic(Y ) sur H1(Y,O∗).

Soit X une compactification de Y par recollement de disques ouverts Di

le long des éléments C0, . . . , Cr de ∂adY (si Y est propre, alors ∂adY = ∅

et X = Y , bien sûr). Alors X est l’analytification d’une courbe algébrique
propre, encore notée X.
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Choisissons P0 ∈ X(C) (si Y n’est pas compact, on prend pour P0 le
centre de D0). Soient J la jacobienne de la courbe algébrique X (le groupe
J(C) est alors naturellement un groupe de Lie sur C), ι : X → J le plon-
gement envoyant P sur la classe de P − P0, et H le sous-groupe de J(C)

engendré par les ι(Di).
Si Y est propre,

∑
P nPP 	→

(∑
P nP ι(P ),

∑
P nP

)
induit un isomor-

phisme Pic(Y ) ∼= J(C)× Z ; si Y n’est pas propre, on a le résultat suivant :

Proposition 5.1. (van der Put [48]) Si Y n’est pas propre, l’application∑
P nPP 	→

∑
P nP ι(P ) induit un isomorphisme J(C)/H ∼= Pic(Y ).

Remarque 5.2. Supposons Y non propre (et donc Y est un affinoïde).
(i) H est un sous-groupe ouvert de J(C), cf. [48].
(ii) Si C = Cp, alors J(C)/H est un groupe de torsion (cf. [7, th. 4.1] ou

[12, th. 3] pour une preuve plus élémentaire), et donc Pic(Y ) aussi.
(iii) Pic(Y ) est p-divisible (J(C) l’est) et H2(Y,Gm) = 0 [3, lemma6.1.2].

La suite de Kummer montre donc que H2(Y,μp) = 0 (cf. aussi [3, cor. 6.1.3]).

5.1.2. La suite de Kummer. Si � est un nombre premier, et si M =

Z/�n,Z�,Q�, les groupes de cohomologie étale H i
ét(Y,M(1)) sont, par défi-

nition, reliés par :

H i
ét(Y,Q�(1)) = Q� ⊗H i

ét(Y,Z�(1)), H i
ét(Y,Z�(1)) = lim←−H i

ét(Y,Z/�
n(1)).

La suite exacte 0 → Z/�n(1) → Gm → Gm → 0 induit la suite exacte
de Kummer :

0 → (Z/�n)⊗ O(Y )∗ → H1
ét(Y,Z/�

n(1)) → Pic(Y )[�n] → 0.

En prenant une limite projective sur n, puis en inversant �, on obtient
les suites exactes :

0 → Z�⊗̂O(Y )∗ → H1
ét(Y,Z�(1)) → T�(Pic(Y )) → 0,

0 → Q�⊗̂O(Y )∗ → H1
ét(Y,Q�(1)) → V�(Pic(Y )) → 0.

Remarque 5.3. Les Z�-modules Z�⊗̂O(Y )∗ et T�(Pic(Y )) sont sans torsion et
complets pour la topologie �-adique ; il en est donc de même de H1

ét(Y,Z�(1)),
et H1

ét(Y,Q�(1)) est un Q�-banach dont la boule unité est H1
ét(Y,Z�(1)).
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5.1.3. Description de la cohomologie étale en termes de symboles.
Soit A�,n(Y ) le groupe

A�,n(Y ) := {f ∈ C(Y )∗, Div(f) ∈ �nDiv(Y )}.

Si f ∈ A�,n(Y ), on note cn(f) sa classe de Kummer dans H1
ét(Y,Z/�

n(1))
(comme Div(f) ∈ �nDiv(Y ), l’algèbre obtenue en rajoutant f1/�n est étale
sur O(Y )).

Lemme 5.4. cn induit un isomorphisme :

A�,n(Y )/(C(Y )∗)�
n ∼= H1

ét(Y,Z/�
n(1)).

Démonstration. L’application f 	→ �−nDiv(f) induit une suite exacte

0 → O(Y )∗/(O(Y )∗)�
n → A�,n(Y )/(C(Y )∗)�

n → Pic(Y )[�n] → 0.

On en déduit le diagramme commutatif suivant dans lequel les lignes sont
exactes

0 O(Y )∗/(O(Y )∗)�
n

A�,n(Y )/(C(Y )∗)�
n

cn

Pic(Y )[�n]

D �→[D]

0

0 O(Y )∗/(O(Y )∗)�
n

H1
ét(Y,Z/�

n(1)) H1(Y,Gm)[�n] 0

et on conclut grâce au lemme des 5.

Posons

A�,∞(Y ) = {(un, vn)n∈N, un ∈ A�,n(Y ), un+1 = unv
�n

n , vn ∈ C(Y )∗}
A�,∞(Y )triv = {(f �n

n , f �
n+1/fn)n∈N, fn ∈ C(Y )∗} ⊂ A�,∞(Y ),

et définissons le groupe des symboles �-adiques par

Symb�(Y ) = A�,∞(Y )/A�,∞(Y )triv.

Remarquons que O(Y )∗∗ ↪→ Symb�(Y ) (par u 	→ (un, vn)n, avec un = u et
vn = 1 pour tout n).

Corollaire 5.5. On a un isomorphisme naturel

Symb�(Y ) ∼= H1
ét(Y,Z�(1)).
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Démonstration. Il suffit de prouver la bijectivité de l’application naturelle
Symb�(Y ) → lim←−n

A�,n(Y )/(C(Y )∗)�
n . La surjectivité est évidente, et si

(un, vn)n∈N ∈ A�,∞(Y ) a une image nulle, on peut écrire un = f �n
n avec

fn ∈ C(Y )∗, et donc f �
n+1/fn = ζnvn avec ζn ∈ μ�n . Il existe ηn ∈ μ�n tels

que η�n+1ζn = ηn pour tout n, et en posant gn = ηnfn, on a un = g�
n

n et
vn = g�n+1/gn.

5.1.4. Le cas des shorts. Soit X une courbe propre et lisse sur OC , et
soit J := Pic0(X) la jacobienne de X. Alors J est un schéma abélien sur OC

et on dispose d’un morphisme de OC-schéma X × X → J envoyant (P,Q)

sur la classe du diviseur Q−P (on note (P,Q) 	→ Q−P ce morphisme ainsi
que les applications qui s’en déduisent sur les fibres génériques et spéciales).

L’injection naturelle J(OC) → J(C) est un isomorphisme, ce qui fournit
une flèche de réduction J(C) → J(kC) que l’on note P 	→ P̄ (on note de
même la réduction X(C) → X(kC)) et dont on note J(C)0 le noyau (c’est
un sous-groupe de Lie de J(C) car Q− P = Q̄ − P̄ et J(C)0 est ouvert
dans J(C)).

Lemme 5.6. Si P ∈ X(kC), le sous-groupe de J(C) engendré par les
Q1−Q2, pour Q1, Q2 ∈]P [, est J(C)0.

Démonstration. Soit g le genre de X. Il n’y a rien à prouver si g = 0 ; on
peut donc supposer g ≥ 1. Si Q1, Q2 ∈]P [, on a Q̄1 = Q̄2 = P et donc
Q1 −Q2 ∈ J(C)0, ce qui prouve une des deux inclusions.

Pour prouver l’autre, fixons P̃ ∈]P [ et soit d ≥ 2g+1. Alors Σd : Xd → J

définie par Σd(Q1, . . . , Qd) =
∑d

i=1(Qi − P̃ ) fait de Xd/Sd une fibration en
Pd−g au-dessus de J . Il existe un ouvert de Zariski U de J , contenant la
section nulle 0 ∈ J(OC), tel que cette fibration soit triviale sur U , ce qui
fournit une section s : U → Xd/Sd prenant la valeur (P̃, . . . , P̃ ) en 0. Alors
U(OC) contient J(C)0 et s(J(C)0) est contenue dans ]P [d, ce qui montre
que tout élément de J(C)0 est la somme d’au plus d éléments de la forme
Q− P̃ , avec Q ∈]P [. D’où le résultat.

Soit Y un OC-short obtenu en enlevant à X les tubes de Q0, . . . , Qr ∈
X(kC), deux à deux distincts, et soit Y gen l’affinoïde qui est la fibre générique
de Y . Les Qi sont en bijection naturelle avec les éléments de ∂adY .

Soit H(kC) le sous-groupe de J(kC) engendré par les Qi −Qj . Il résulte
du lemme 5.6 et de la prop. 5.1 que :

Corollaire 5.7. Pic(Y gen) = J(kC)/H(kC).
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Remarque 5.8. En combinant le cor. 5.7 et le calcul standard du groupe de
Picard de Xsp K {Q0, ..., Qr} on en déduit un isomorphisme

Pic(Y gen) ∼= Pic(Ȳ ),

où Ȳ = Spec(O(Y )+ ⊗OC
kC) est la réduction canonique de Y . Ce résultat

est un cas particulier d’un théorème de Gerritzen [26] et Heinrich-van der
Put [31] dans le cas d’une valuation discrète.

Remarque 5.9. (i) On a un isomorphisme 35

O(Y gen)∗/C∗O(Y )∗∗
∼→ O(Y sp)∗/k∗C ,

la flèche envoyant u ∈ O(Y gen)∗ sur la réduction u de p−ru, avec r = vY (u).
(ii) On a une suite exacte

0 → O(Y sp)∗/k∗C → Ker
(
∂∗ : Z∂adY → Z

)
→ H(kC) → 0,

où ∂∗ : Z∂adY → Z envoie (ni)i sur
∑

i ni, l’application de O(Y sp)∗/k∗C dans
Z∂ad est f 	→ (vQi

(f))i, et celle de Ker
(
∂∗ : Z∂adY → Z

)
dans H(kC) est

(ni)i 	→
∑

i niQi.

On dispose d’une application résidu Symb�(Y
gen) → Z∂adY

� , composée
de la restriction Symb�(Y

gen) → Symb�(∂
adY ) et de l’application résidu sur

chacun des disque fantômes de ∂adY . En combinant avec l’isomorphisme du
cor. 5.5, cela fournit une application résidu H1

ét(Y
gen,Z�(1)) → Z∂adY

� .

Proposition 5.10. (i) Si � �= p, l’application résidu induit une suite exacte

0 → T�J(kC) → H1
ét(Y

gen,Z�(1)) → Ker
(
∂∗ : Z∂adY

� → Z�

)
→ 0.

(ii) Si � = p, l’application résidu induit une suite exacte

0→TpJ(kC)→H1
ét(Y

gen,Zp(1))/(Zp ⊗̂O(Y )∗∗)→Ker
(
∂∗ : Z∂adY

p →Zp

)
→0.

Démonstration. On a une suite exacte (car la multiplication par �n est sur-
jective sur J(kC))

0 → T�J(kC) → T�(J(kC)/H(kC)) → Z� ⊗H(kC) → 0

35. Notons que O(Y gen)∗∗ = O(Y )∗∗.
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Le diagramme suivant est alors commutatif à lignes et colonnes exactes :

0 0

Ker
∼

T�J(kC)

0 Z� ⊗ O(Y sp)∗ H1
ét(Y

gen,Z�(1))

Z�
̂⊗O(Y )∗∗ T�(J(kC)/H(kC)) 0

0 Z� ⊗ O(Y sp)∗ Ker
(
∂∗ : Z∂adY

� → Z�

)
Z� ⊗H(kC) 0

0 0

• Pour prouver la commutativité, fixons P0 ∈]Q0[ et notons ι : X → J

l’application P 	→ P − P0 (c’est la restriction à {P0} × X de l’applica-
tion considérée plus haut) que l’on étend par additivité à Div(X). On note
ι : Div(X) → J(kC) la composée de ι et de la réduction.

On utilise la description (cor. 5.5) de H1
ét(Y

gen,Z�(1) en termes de sym-
boles. Soit (un, vn)n ∈ A�,∞(Y ). La flèche H1

ét(Y
gen,Z�(1)) → Z� ⊗ H(kC)

passant par T�(J(kC)/H(kC)) envoie (un, vn)n sur limn→∞ ι(Div(un)), où
Div(un) est le diviseur de un sur Y (ι(Div(un)) est aussi l’image ι(Div(un))

dans J(kC) du diviseur de un, vue comme fonction sur Y sp). L’autre flèche en-
voie (un, vn)n sur − limn→∞

∑
i vQi

(un) ι(Qi). La différence entre les termes
généraux des deux suites est ι(Div(un)) où, cette fois-ci, un est vue comme
une fonction sur Xsp ; cette différence est donc nulle dans J(kC) puisque
c’est l’image d’un diviseur principal sur Xsp.

• La première ligne est obtenue en quotientant les deux premiers termes
de la suite de Kummer par Z� ⊗̂O(Y )∗∗ et en utilisant le (i) de la rem. 5.9.

• La seconde ligne est obtenue en tensorisant par Z� la suite du (ii) de
la rem. 5.9.

• La seconde colonne verticale est la suite exacte ci-dessus.
Le résultat s’en déduit en utilisant le fait que Z� ⊗̂O(Y )∗∗ = 0 si � �= p.

Remarque 5.11. (i) O(Y )∗∗ n’est pas p-adiquement complet et s’injecte stric-
tement dans Zp ⊗̂O(Y )∗∗.

(ii) Si � �= p, alors rgZ�
T�J(kC) = 2g, mais si � = p, alors rgZp

TpJ(kC)

est égal à la dimension du sous-espace de pente 0 du module de Dieudonné
de J(kC) et peut prendre les valeurs 0, 1, . . . , g.
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5.2. Cohomologie syntomique

5.2.1. Lien avec le complexe de de Rham. Soit Y un short sur OC ,
et soit Y̆ un modèle sur OC̆ . On choisit un frobenius ϕ sur O(Y̆ ), et on note
encore ϕ son extension à

O(Ỹ ) := Acris ⊗̂ OC̆
O(Y̆ )

Les H i
syn(Y, 1), sont les groupes de cohomologie du complexe

Syn(Y, 1) := F 1O(Ỹ )
d,1−ϕ

p

Ω1(Ỹ )⊕ O(Ỹ )
(1−ϕ

p
)−d

Ω1(Ỹ ) ,

où F 1O(Ỹ ) = Ker(O(Ỹ ) → O(Y )).

On note C•
dR(Ỹ ) le complexe O(Ỹ )

d
Ω1(Ỹ ) , et H i

dR(Ỹ ) ses groupes
de cohomologie. Comme on ne peut pas diviser ϕ par p sur tout Acris, on
introduit O(Ỹ )′ = O(Ỹ ) +

(
1 − ϕ

p

)
O(Ỹ ) (alors M := O(Ỹ )′/O(Ỹ ) est tué

par p), et C•
dR(Ỹ )′ =

(
O(Ỹ )′ d

Ω1(Ỹ )
)
. On a alors une suite exacte

0 → Syn(Y, 1) → [ C•
dR(Ỹ )

1−ϕ

p

C•
dR(Ỹ )′ ] → (O(Y ) → M → 0) → 0.

En passant à la suite de cohomologie, et en utilisant le fait que 1− ϕ
p est une

surjection de H0(C•
dR(Ỹ )) = Acris sur H0(C•

dR(Ỹ )′), cela fournit des suites
exactes

0 → Zpt → Aϕ=p
cris → Ker[O(Y ) → M ] → H1

syn(Y ) → H1
dR(Ỹ )ϕ=p → 0,

0 → Ker[O(Y )/OC → M ] → H1
syn(Y ) → H1

dR(Ỹ )ϕ=p → 0.(5.12)

Remarquons que, M étant de p-torsion, Ker[O(Y )/OC → M ] est p-isomorphe
à O(Y )/OC .

5.2.2. Régulateur syntomique. On rappelle que

Ap,n(Y
gen) = {f ∈ C(Y gen)∗, Div(f) ∈ pnDiv(Y gen)}.

Lemme 5.13. Soit u ∈ Ap,n(Y
gen).

(i) Il existe u0 ∈ C̆(Y̆ )∗, v ∈ O(Y )∗, a ∈ C(Y gen)∗ tels que u = u0va
pn .

(ii) Il existe u1 ∈ C̆(Y̆ )∗ tel que u0 = u1b
pn , avec b ∈ C̆(Y̆ )∗, et tel que

les diviseurs de u0 et u1 sur la fibre spéciale soient étrangers.
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Démonstration. On fixe une compactification X̆ de Y̆ , et on note J la jaco-
bienne de X̆. On note P0, . . . , Pr les éléments de X̆(kC) K Y̆ (kC) et on fixe
un relèvement P̆i ∈ X̆(C̆) de Pi. On envoie X̆ dans J par P 	→ (P − P̆0).
Le cor. 5.7 montre que Pic(Y gen) est le quotient de J(kC) par le sous-groupe
engendré par P1, . . . , Pr.

Soit u ∈ Ap,n(Y
gen) ; écrivons Div(u) sous la forme pnD, avec D ∈

Div(Y gen). Soit D ∈ Div(Y̆ (kC)) l’image de D, et soit D0 ∈ Div(Y̆ (kC))

ayant même image que D dans J(kC) (on peut choisir D0 étranger à tout
ensemble fini S donné ; en particulier, on peut trouver deux tels choix étran-
gers l’un à l’autre). Choisissons un relèvement D̆0 de D0 dans Div(Y̆ (C̆)).
Par construction D− D̆0 a pour image 0 dans J(kC) et (lemme 5.6) on peut
trouver Q1, . . . , Qd ∈]P0[ tels que D − D̆0 −

∑d
i=1(Qi − P̆0) = 0 dans J(C).

Il existe donc N ∈ Z tel que D − D̆0 −
∑d

i=1Qi − NP̆0 = Div(a), avec
a ∈ C(Y gen)∗. Alors ua−pn a comme diviseur pnD̆0 sur Y . Il s’ensuit que
pnD0 = n1P1 + · · ·+ nrPr dans J(kC), et il existe R1, . . . , Rd ∈]P0[(C̆) tels
que

pnD0 − (n1P̆1 + · · ·+ nrP̆r)− (R1 + · · ·+Rd) +NP̆0 = Div(u0),

avec u0 ∈ C̆(X̆)∗. Mais alors v := ua−pn

u−1
0 ∈ O(Y gen)∗ et, quitte à multi-

plier a par α ∈ C∗, on peut s’arranger pour que v ∈ O(Y )∗.
Ceci démontre le (i). Pour prouver le (ii), on part de D1 étranger à D0,

ayant même image que D0 dans J(kC), et on relève D1 en D̆1 dans Div(Y̆ ).
Il existe alors Q1, . . . , Qd ∈]P0[(C̆) et N ∈ Z, tels que D̆0− D̆1− (Q1+ · · ·+
Qd) + NP̆0 = Div(b), avec b ∈ C(Y gen)∗. Mais alors u1 = u0b

−pn a pour
diviseur pnD̆1 sur Y . Ceci permet de conclure.

On rappelle que

Symbp(Y
gen)= {u=(un)n∈N, un ∈Ap,n(Y

gen), un+1/un= vp
n

n }/{(apn

n )n∈N}.

Soit u = (un)n∈N ∈ Symbp(Y
gen). On écrit un sous la forme un,0a

pn

n vn

comme ci-dessus, et on choisit des relèvements ṽn ∈ O(Ỹ ) et ãn ∈ Fr(O(Ỹ ))

de vn et an, et on pose ũn = un,0ã
pn

n ṽn. On pose δn(un) =
(
dũn

ũn
, 1p log

ϕ(ũn)
ũp
n

)
modulo pn.

Lemme 5.14. (i) δn(un) est un 1-cocycle de Syn(Y, 1) modulo pn.
(ii) Les δn(un) convergent vers un 1-cocycle δY (u) de Syn(Y, 1) dont la

classe dans H1
syn(Y, 1) ne dépend que de u.
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Démonstration. Soient xn = dũn

ũn
et yn = 1

p log
ϕ(ũn)
ũp
n

de telle sorte que
δn(un) = (xn, yn) modulo pn. On a (1 − ϕ

p )xn = dyn, et donc cette rela-
tion est a fortiori vérifiée modulo pn.

De plus, si on prend deux écritures un = un,0a
pn

n vn = un,1(anbn)
pn

vn,
avec un,0 et un,1 de diviseurs étrangers, on a xn = dun,0

un,0
+ dṽn

vn
= dun,1

un,1
+ dṽn

vn

modulo pn, et comme les diviseurs de un,0 et un,1 sont étrangers, cela montre
que xn est holomorphe (i.e. xn ∈ Ω1(Ỹ ) modulo pn). Le même argument
montre que yn ∈ O(Ỹ ) modulo pn, ce qui prouve le (i).

La convergence de la suite de terme général δn(un) vient de ce que
δn+1(un+1) = δn(un) modulo pn car un+1/un est une puissance pn-ième.
Si on note δ(u) = (x, y) la limite, alors (1− ϕ

p )x = dy par passage à la limite,
et donc δ(u) est un 1-cocycle de Syn(Y, 1). Ce 1-cocycle est uniquement dé-
terminé au choix près des ṽn, et est bien déterminé à addition près du cobord
limite des log(ṽn/ṽ

′
n) si ṽn et ṽ′n sont deux relèvements de vn. La classe de

δ(u) dans H1
syn(Y, 1) ne dépend donc que de u, ce qui prouve le (ii).

Le régulateur syntomique est l’application

δY : Symbp(Y
gen) → H1

syn(Y, 1)

dont l’existence découle du lemme 5.14. On peut composer δY avec la flèche
H1

syn(Y, 1) → H1
dR(Ỹ )ϕ=p de (5.12).

Lemme 5.15. Si u ∈ O(Y )∗∗ l’image de δY (u) dans H1
dR(Ỹ )ϕ=p est de

torsion.

Démonstration. Si ũ ∈ O(Ỹ )∗∗ vérifie θ(ũ) = u, alors log ũ converge dans
O(Ỹ )[1p ] et δY (u) est le bord de log ũ et est tué par pN si pN log ũ ∈ O(Ỹ ).

5.3. Symboles et formes différentielles

Soient Y̆ un short sur OC̆ , Y = Y̆ ⊗OC̆
OC et Y gen la fibre générique

de Y . Soit Ȳ = Spec(O(Y ) ⊗OC
kC) la fibre spéciale (classique) de Y , un

kC-schéma lisse irréductible s’identifiant à la fibre spéciale de Y̆ . On note
Ω1
Y̆

= Ω1
Y̆/W (kC)

et Ω1
Ȳ

= Ω1
Ȳ/kC

les faisceaux des différentielles de Y̆ et Ȳ

(sur Ȳ ét).

5.3.1. Formes différentielles et opérateur de Cartier. On choisit un
relèvement ϕ : Y̆ → Y̆ du frobenius absolu de Ȳ . Il induit, par fonctorialité,
un morphisme ϕ : Ω1

Y̆
→ Ω1

Y̆
, dont l’image est contenue dans pΩ1

Y̆
. Comme

Ω1
Y̆

est sans p-torsion, cela permet de définir un endomorphisme F = ϕ/p :
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Ω1
Y̆

→ Ω1
Y̆

et un calcul immédiat montre que la composée de la réduction
F̄ : Ω1

Ȳ
→ Ω1

Ȳ
modulo p de F et de la projection naturelle Ω1

Ȳ
→ Ω1

Ȳ
/dOȲ

est l’opérateur de Cartier C−1 : Ω1
Ȳ

→ Ω1
Ȳ
/dOȲ , qui est un isomorphisme

puisque Ȳ est lisse. On note C : Ω1
Ȳ
/dOȲ → Ω1

Ȳ
l’inverse de C−1, c’est donc

un endomorphisme de Ω1
Ȳ

nul sur dOȲ .
Considérons la suite (Bn)n≥1 de sous-faisceaux de Ω1

Ȳ
définie par B1 =

dOȲ et Bn+1 = Bn + F̄n(B1) et sa limite B∞ = ∪nBn =
∑

n≥0 F̄
n(B1).

Le lemme ci-dessous est la combinaison d’un cas particulier d’un résultat de
Raynaud et de la théorie classique de l’opérateur de Cartier ; c’est la clé des
résultats de ce paragraphe.

Lemme 5.16. On a une décomposition en somme directe de faisceaux

Ω1
Ȳ = B∞ ⊕

(
kC ⊗Fp

(Ω1
Ȳ )

C=1
)
,

ainsi qu’un isomorphisme de faisceaux

d log : O∗
Ȳ /(O

∗
Ȳ )

p ∼= (Ω1
Ȳ )

C=1.

Démonstration. Par définition (et la discussion ci-dessus) B∞ est le sous-
faisceau de C-torsion de Ω1

Ȳ
. Le premier point découle alors du fait que toute

forme différentielle ω ∈ Ω1
Ȳ
(U) (U étant un ouvert de Ȳ ) est C-finie 36, donc

l’espace engendré par les Cnω se décompose en une partie de C-torsion et
une partie sur laquelle C est inversible, et cette dernière partie est engendrée
par les points fixes sous C (car kC est algébriquement clos). Voir [32, § 2.5]
pour plus de détails. Le second point est un théorème classique de Cartier
(cf. [32, th. 2.1.17]).

Notons simplement H1
Ȳ

le faisceau Ω1
Y̆
/dOY̆ et H1

Ȳ
[p∞] son sous-faisceau

de p-torsion.

Lemme 5.17. La composée H1
Ȳ

= Ω1
Y̆
/dOY̆ → Ω1

Ȳ
/dOȲ = Ω1

Ȳ
/B1 induit

un isomorphisme de faisceaux

H1
Ȳ [p

∞]/pH1
Ȳ [p

∞] ∼= B∞/B1.

Démonstration. Montrons d’abord qu’une section locale f ∈ OY̆ vérifie df ∈
pnΩ1

Y̆
si et seulement si l’on peut écrire (localement) f =

∑n
k=0 p

kFn−k(gk)

avec gk ∈ OY̆ . C’est un cas particulier de [32, prop. 2.3.13], mais la preuve

36. i.e. l’espace engendré par les Cnω pour n ≥ 0 est de dimension finie sur kC .
Le point clé est que C diminue l’ordre des pôles des formes différentielles.
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étant facile, nous allons la donner pour le confort du lecteur. Un sens est
évident, puisque d◦F = pF ◦d. Pour l’autre sens, on raisonne par récurrence.
Supposons donc que l’on dispose d’une écriture f =

∑n−1
k=0 p

kFn−1−k(gk).
Puisque d ◦ F = pF ◦ d et Ω1

Y̆
est sans p-torsion, la divisibilité de df par pn

se traduit par
∑n−1

k=0 F̄
n−1−k(dḡk) = 0 dans Ω1

Ȳ
. En utilisant la compatibilité

entre F̄ et C−1, on voit que cette relation force dḡk = 0 pour tout k, donc
(encore par la théorie de Cartier) on peut écrire gk = F (ak) + dbk + pck.
En insérant ces relations dans l’écriture de f , on obtient une représentation
f =

∑n
k=0 p

kFn−k(hk), ce qui permet de conclure.
Revenons à la preuve du lemme. Si la classe de ω ∈ Ω1

Y̆
dans H1

Ȳ
est

tuée par pn, alors pnω = df pour un f ∈ OY̆ . En écrivant (localement)
f =

∑n
k=0 p

kFn−k(gk), on voit comme ci-dessus que ω =
∑n

k=0 F
n−k(dgk)

et donc ω =
∑n

k=0 F̄
n−k(dḡk) ∈ B∞, ce qui montre que la réduction mod

p induit bien un morphisme H1
Ȳ
[p∞]/pH1

Ȳ
[p∞] → B∞/B1. Son injectivité

étant immédiate, montrons la surjectivité. Soit x ∈ B∞, alors il existe n et
fi ∈ ΩȲ tels que x =

∑n
k=0 F̄

n−k(dfk). On relève fk en f̂k ∈ ΩY̆ . Le même
calcul que ci-dessus montre que la classe de ω :=

∑n
k=0 p

kFn−k(df̂k) dans
H1

Ȳ
est de torsion et se réduit sur la classe de x.

5.3.2. Le séparé de la cohomologie de de Rham. On définit les
H i

dR(Y ) comme les groupes de cohomologie du complexe O(Y )
d−→ Ω1(Y )

munis de la topologie quotient. On note H1
dR(Y )tors l’adhérence, dans

H1
dR(Y ), du sous-groupe de torsion (en particulier H1

dR(Y )tors contient
l’adhérence de 0 qui est loin d’être nulle). On note H1

dR(Y )sep le quotient
H1

dR(Y )/H1
dR(Y )tors. On vérifie sans mal que H1

dR(Y )sep est sans torsion et
complet pour la topologie p-adique.

Proposition 5.18. On a un isomorphisme naturel

H1
dR(Y̆ )sep/pH1

dR(Y̆ )sep ∼= kC ⊗Fp
Ω1(Ȳ )C=1

et une suite exacte

0 → O(Ȳ )∗/(O(Ȳ )∗)p → H1
dR(Y̆ )sep/pH1

dR(Y̆ )sep → kC ⊗Fp
Pic(Ȳ )[p] → 0.

Démonstration. Soient M = H0(Y̆,H1
Ȳ
) = Ω1(Y̆ )/dO(Y̆ ) (l’égalité découle

du caractère affine de Ȳ ) et F = H1
Ȳ
[p∞]. Puisque H1

dR(Y̆ )sep est le quotient
de M par l’adhérence de M [p∞] = H0(Y̆,F ), on a une suite exacte

M [p∞]/p → M/p → H1
dR(Y̆ )sep/p → 0.
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D’autre part, Y̆ est affine et F/pF est limite inductive de faisceaux cohé-
rents (lemme 5.17), et donc H1(Y̆,F/pF ) = 0 et H1(Y̆,F ) = 0 par dé-
vissage. Donc M [p∞]/p ∼= H0(Y̆,F )/p ∼= H0(Y̆,F/pF ) ∼= H0(Ȳ, B∞/B1),
le dernier isomorphisme étant une conséquence du lemme 5.17. On obtient
donc une suite exacte

H0(Ȳ, B∞/B1) → Ω1(Ȳ )/dO(Ȳ ) → H1
dR(Y̆ )sep/p → 0.

Puisque Y̆ est affine, on obtient H1
dR(Y̆ )sep/p ∼= H0(Ȳ,Ω1

Ȳ
/B∞), qui s’iden-

tifie (par le lemme 5.16) à H0(Ȳ, kC⊗Fp
(Ω1

Ȳ
)C=1) = kC⊗Fp

Ω1(Ȳ )C=1. Cela
montre le premier point. Le second s’en déduit, en utilisant encore une fois
le lemme 5.16 et la suite exacte évidente

0 → O(Ȳ )∗/(O(Ȳ )∗)p → H0(Ȳ,O∗
Ȳ /(O

∗
Ȳ )

p) → Pic(Ȳ )[p] → 0.

Corollaire 5.19. (i) On a un isomorphisme naturel

(H1
dR(Y̆ )sep)ϕ=p/p ∼= Ω1(Ȳ )C=1

et une suite exacte

0 → O(Ȳ )∗/(O(Ȳ )∗)p → (H1
dR(Y̆ )sep)ϕ=p/p → Pic(Ȳ )[p] → 0.

(ii) La flèche naturelle (H1
dR(Y̆ )sep)ϕ=p → (Acris ⊗W (kC) H

1
dR(Y̆ )sep)ϕ=p

est un isomorphisme de Zp-modules libres de rang fini.

Démonstration. On déduit directement de la proposition ci-dessus et du fait
que H1

dR(Y̆ )sep est sans p-torsion et complet pour la topologie p-adique que
H1

dR(Y̆ )sep est un W (kC)-module libre de type fini. Comme d◦F = pF ◦d,
F induit un endomorphisme de H1

dR(Y̆ ) = Ω1(Y̆ )/dO(Y̆ ), qui induit à
son tour un endomorphisme semi-linéaire F de H1

dR(Y̆ )sep. L’isomorphisme
H1

dR(Y̆ )sep/p ∼= kC⊗Fp
Ω1(Ȳ )C=1 fourni par la proposition ci-dessus est com-

patible avec l’action de F sur H1
dR(Y̆ )sep et le frobenius de kC . On en déduit

que H1
dR(Y̆ )sep/p possède une base de points fixes sous F̄ , qui y est donc

bijectif. Autrement dit, F est un automorphisme semi-linéaire du W (kC)-
module libre de type fini H1

dR(Y̆ )sep et F − 1 est surjectif, et donc (puisque
kC est algébriquement clos) la flèche naturelle

W (kC)⊗Zp
(H1

dR(Y̆ )sep)F=1 → H1
dR(Y̆ )sep
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est un isomorphisme. Puisque Aϕ=1
cris = Zp et ϕ = pF , cela montre que

la flèche naturelle (H1
dR(Y̆ )sep)ϕ=p → (Acris ⊗W (kC) H

1
dR(Y̆ )sep)ϕ=p est un

isomorphisme.

Si M est un OC̆-module libre de rang fini, muni d’un frobenius ϕ, le théo-
rème de Dieudonné-Manin fournit une décomposition M [1p ] = ⊕r∈Q+

M [1p ]
[r]

par les pentes de ϕ. On définit M [r] comme M ∩M [1p ]
[r].

On suppose que Y̆ est obtenu en retirant à une courbe propre X̆ les tubes
]Q0[, . . . , ]Qr[ de points Q0, . . . , Qr de la fibre spéciale.

Proposition 5.20. L’application résidu induit une suite exacte de ϕ-modules

0 → H1
dR(X̆)[1] → H1

dR(Y̆ )sep → Ker
(
∂∗ : O∂adY

C̆
→ OC̆

)
(−1) → 0.

Démonstration. Comme la pente de ϕ sur H2
dR(X̆) est 1, et que ϕ est divisible

par p sur Ω1(X̆), on a H1
dR(X̆)[1] ⊥ Ω1(X̆), et comme Ω1(X̆) est maximale-

ment isotrope pour le cup-produit on en déduit que H1
dR(X̆)[1] ⊂ Ω1(X̆).

Compte-tenu de ce qui précède, de la prop. 5.18, et de ce que tout est
complet pour la topologie p-adique et sans torsion, on est ramené à prouver
l’exactitude de la suite

0 → kC ⊗Fp
Ω1(X̄)C=1 → kC ⊗Fp

Ω1(Ȳ )C=1 → Ker
(
∂∗ : k∂

adY
C → kC

)
→ 0

Maintenant, on a Ω1(Ȳ )C=1 = Ω1(Ȳ ×)C=1, où Ω1(Ȳ ×) désigne les formes
différentielles ayant des pôles simples en les points de X̄ K Ȳ . Donc (en uti-
lisant, comme précédemment, que C est semi-linéaire et kC algébriquement
clos) on se ramène à prouver l’exactitude de la suite

0 → Ω1(X̄) → Ω1(Ȳ ×) → Ker
(
∂∗ : k∂

adY
C → kC

)
→ 0

Celle-ci découle de ce que H1(X̄,Ω1
X̄
) ∼= kC (si X̄ = U ∪V et ω ∈ Ω1(U ∩V )

l’image de ω dans kC est
∑

x∈V Resxω = −
∑

x∈U Resxω).

5.3.3. Dévissage de la cohomologie étale. Rappelons que l’on dispose
d’un régulateur δY : Symbp(Y

gen) → H1
syn(Y, 1) ainsi que d’une projection

H1
syn(Y, 1) → (Acris⊗W (kC)H

1
dR(Y̆ )sep)ϕ=p ∼= (H1

dR(Y̆ )sep)ϕ=p. On en déduit
une application

R : Symbp(Y
gen) → (H1

dR(Y̆ )sep)ϕ=p.
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Concrètement, en suivant les diverses identifications et en utilisant les nota-
tions des paragraphes précédents, on a (où θ0 : Acris → OC̆ est le morphisme
usuel) :

R((un)n) = lim
n→∞

dθ0(ũn)
θ0(ũn)

.

L’application R s’annule sur Zp ⊗̂O(Y )∗∗ (lemme 5.15). Elle induit donc
une application

R :
Symbp(Y

gen)

Zp ⊗̂O(Y )∗∗
→ (H1

dR(Y̆ )sep)ϕ=p

Proposition 5.21. L’application

R :
Symbp(Y

gen)

Zp ⊗̂O(Y )∗∗
→ (H1

dR(Y̆ )sep)ϕ=p

ci-dessus est un isomorphisme.

Démonstration. Les deux termes sont des Zp-modules libres de type fini :
il suffit d’invoquer la prop. 5.10 pour le premier et la discussion ci-dessus
pour le second. Il suffit donc de montrer que la réduction modulo p de R
est un isomorphisme. En identifiant Symbp(Y

gen) et H1
ét(Y

gen,Zp(1)), et en
utilisant la prop. 5.10 et la rem. 5.9, ainsi que l’isomorphisme Pic(Y gen) ∼=
Pic(Ȳ ) (rem. 5.8) on obtient une suite exacte

0 → O(Ȳ )∗/(O(Ȳ )∗)p →
(Symbp(Y

gen)

Zp ⊗̂O(Y )∗∗
)
/p → Pic(Ȳ )[p] → 0.

D’autre part, le cor. 5.19 fournit la même suite exacte, (H1
dR(Y̆ )sep)ϕ=p/p

remplaçant
(Symbp(Y

gen)

Zp
̂⊗O(Y )∗∗

)
/p. Il suffit de montrer que l’application R est com-

patible, modulo p, avec ces deux suites exactes (les applications induites
sur les termes extrêmes étant l’identité). En suivant les diverses identifi-
cations et les définitions, on se ramène à démontrer l’énoncé suivant : si
u1 ∈ C(Y gen)∗ et a ∈ C̆(Y̆ )∗ sont tels que p | Div(u1) et u1/a ∈ O(Y gen)∗∗,
alors dθ0(ũ1)

θ0(ũ1)
≡ da

a (mod p). Or ceci est évident car θ0(ũ1/a) ≡ 1 mod p.

Corollaire 5.22. On dispose d’une suite exacte naturelle :

0 → Zp ⊗̂O(Y )∗∗ → H1
ét(Y

gen,Zp(1)) → (Acris ⊗H1
dR(Y̆ )sep)ϕ=p → 0

et (Acris ⊗H1
dR(Y̆ )sep)ϕ=p est un Zp-module libre de type fini.



588 Pierre Colmez et al.

Remarque 5.23. Soit H1
dR(Y̆ )sep0 ⊂ H1

dR(Y̆ )sep le noyau de l’application ré-
sidu. Il résulte de la prop. 5.21, du (ii) de la prop. 5.10 et de la prop. 5.20 que
l’on a un isomorphisme

(B+
cris ⊗H1

dR(X̆)[1]) ∼= VpJ(kC).

Si on remplace le sous-espace H1
dR(X̆)[1] par l’espace tout entier, on obtient

(en spécialisant le th. 0.17 au cas de bonne réduction) :

(B+
cris ⊗H1

dR(X̆))ϕ=p ∼= VpJ(OC/p).

5.4. Comparaison syntomique-étale pour les petits shorts

On dit qu’un OC̆-short Y est petit si O(Y ) est étale au-dessus de OC̆〈T 〉
(i.e. si Y est étale au-dessus d’une boule fermée).

5.4.1. L’opérateur ψ. Soit Y un petit short sur OC̆ . Par définition, O(Y )

est étale au-dessus de OC̆〈T 〉, et on munit de O(Y ) du frobenius ϕ vérifiant
ϕ(T ) = T p.

Maintenant, dT est une base de Ω1(Y ), et donc T est une p-base de O(Y )

sur ϕ(O(Y )) : tout élément x de O(Y ) peut s’écrire, de manière unique, sous
la forme x =

∑p−1
i=0 ϕ(xi)T

i. On définit ψ : O(Y ) → O(Y ) par

ψ
(∑p−1

i=0
ϕ(xi)T

i
)
:= x0

L’opérateur ψ est un inverse à gauche de ϕ : on a ψ ◦ ϕ = id. On définit ψ

sur Ω1(Y ) par la formule

ψ(f dT
T ) = ψ(f) dT

T

On a ψ ◦ ϕ = p sur Ω1(Y ) et ψ ◦ d = p d ◦ ψ.

Lemme 5.24. d induit un isomorphisme d : O(Y )ψ=0 ∼→ Ω1(Y )ψ=0.

Démonstration. Il suffit de prouver le résultat modulo p. Un élément de
(O(Y )/p)ψ=0 (resp. (Ω1(Y )/p)ψ=0) s’écrit, de manière unique, sous la forme
x =

∑p−1
i=1 ϕ(xi)T

i (resp. ω =
∑p−1

i=1 ϕ(xi)T
i dT

T ), et on déduit le résultat de
l’identité dx =

(∑p−1
i=1 iϕ(xi)T

i
)
dT
T .
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5.4.2. Structure des O(Y )-modules munis d’un ψ.

Lemme 5.25. Soit M un O(Y )-module de type fini, muni d’un opérateur
ψ vérifiant ψ(ϕ(a)x) = aψ(x) pour tous a ∈ O(Y ) et x ∈ M . Il existe un
unique sous-module M 
 de M , de rang fini sur W (kC), stable par ψ et sur
lequel ψ est bijectif. De plus, si x ∈ M et k ≥ 1, alors ψn(x) ∈ M 
 + pkM ,
pour tout n ≥ n(x, k).

Démonstration. Commençons par prouver le même résultat modulo p. Choi-
sissons une famille génératrice m1, . . . ,ms de M sur O(Y ) et écrivons O(Y )
comme un quotient de OC̆〈X1, . . . , Xr〉. Définissons le degré de x ∈ O(Y )/p
comme le minimum des degrés des éléments de kC [X1, . . . , Xr] ayant pour
image x, et le degré deg x de x ∈ M/p comme le minimum sur toutes les
écritures possibles x =

∑
i ximi du maximum des degrés des xi.

Soit x ∈ M/p et soit
∑

i,j aiX
imj une écriture de x de degré deg x. En

écrivant i sous la forme i0 + pi′, avec i0 ∈ {0, . . . , p − 1}[1,r], cela permet
d’ecrire x sous la forme

x =
∑
i0,j

X i0xpi0,jmj ,

avec xi0,j ∈ O(Y )/p de degré ≤ 1
p deg x. Alors

ψ(x) =
∑
i0

ψ(X i0mj)xi0,j .

Soit N le maximum des degrés des ψ(Xi0mj). La formule ci-dessus fournit la
majoration deg(ψ(x)) ≤ N + 1

p deg(x). On en déduit que deg(ψn(x)) ≤ pN
p−1 ,

si n est assez grand. L’ensemble MN des x ∈ M/p tels que deg x ≤ pN
p−1 est

un kC-espace de dimension finie, qui est stable par ψ d’après ce qui précède.
On note M


 l’intersection des ψn(MN ), pour n ≥ 1 (cette intersection se
stabilise pour un n ≤ dimkC

MN , i.e. il existe n0 tel que M


= ψn0(MN )).

Alors M

 est un kC-espace de dimension finie, stable par ψ, sur lequel ψ est

surjectif et donc bijectif, et c’est l’unique kC-espace de dimension finie avec
ces propriétés. De plus, si x ∈ M , il existe n(x) ∈ N tel que ψn(x) ∈ M


,
pour tout n ≥ n(x).

Notons que ψ est ϕ−1-semi-linéaire. Il existe donc, d’après le théorème
de Dieudonné-Manin, une base (e1, . . . , et) de M


 vérifiant ψ(ei) = ei pour
tout i.

Prouvons maintenant, par récurrence sur k, l’existence et l’unicité de
M 


k ⊂ Mk = M/pk satisfaisant les exigences du lemme (d’après ce qui pré-
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cède M 

1 = M


), et la surjectivité de M 

k → M 


1. Commençons par prou-
ver qu’il existe ei,k+1 ∈ Mk+1 ayant pour image ei,k dans Mk, et vérifiant
ψ(ei,k+1) = ei,k+1. Pour cela, choisissons un relèvement arbitraire x de ei,k
dans Mk+1. Alors ψ(x) − x ∈ pkMk+1

∼= M1. Il existe donc n0 tel que
ψn(ψ(x)− x) ∈ pkM 


1 et, quitte à remplacer x par ψn0(x), on peut supposer
que ψ(x) − x ∈ pkM 


1. Maintenant, ψ − 1 est surjectif sur pkM 

1 (car ψ est

ϕ−1-semi-linéaire) ; il existe donc y ∈ pkM 

1 tel que ψ(y)− y = ψ(x)− x, et

on peut prendre ei,k+1 = x− y.
Soit x ∈ Mk+1. D’après l’hypothèse de récurrence, il existe n0 tel que

l’image de ψn0(x) dans Mk appartienne à M 

k. On peut donc écrire ψn0(x) =∑

i aiei,k+1+py, avec y ∈ pkMk+1(∼= M1). Il existe n1 tel que ψn1(y) ∈ pkM 

1

et donc ψn1(y) =
∑

i p
kbiei,k+1. Donc ψn0+n1(x) =

∑
i(a

p−n1

i + pkbi)ei,k+1,
et M 


k+1 = ⊕r
i=1(W (k)/pk+1)ei,k+1 a toutes les propriétés voulues.

On en déduit le résultat en passant à la limite projective.

Lemme 5.26. Si x ∈ M , il existe c0(x) ∈ M 
, unique, tel que l’on ait
ψn(x− c0(x)) → 0 quand n → +∞.

Démonstration. L’unicité résulte de ce que ψ est bijectif sur M 
, et donc
ψn(x) → 0 implique x = 0, si x ∈ M 
.

Passons à l’existence. Soit x ∈ M . Alors l’image de ψn(x) dans Mk =

M/pkM appartient à M 

k, si n ≥ n(x, k). Maintenant, ψ est bijectif sur

M 

k et, si on note ψ−n

k l’inverse de ψn sur M 

k, alors ψ−n

k (ψn(x)) ne dépend
pas du choix de n ≥ n(x, k). On note c0,k(x) ∈ M 


k cette quantité ; on a
c0,k+1(x) = c0,k(x) dans M 


k, et donc les c0,k(x) définissent un élément c0(x)
de M 
. Par construction, ψn(x) = ψn(c0(x)) modulo pk, si n ≥ n(x, k).

Ceci permet de conclure.

Lemme 5.27. Si M est muni d’un opérateur ϕM tel que ψ ◦ ϕM = 1, tout
élément x de M peut s’écrire x = c0(x) +

∑
i≥1 ϕ

i−1
M (ci(x)), de manière

unique, avec c0(x) ∈ M 
, ci(x) ∈ Mψ=0 et ci(x) → 0 quand i → +∞.

Démonstration. Si c0+
∑

i≥1 ϕ
i−1
M (ci) = 0, alors ψn(c0)+

∑
i≥n ϕ

i−n
M (ci) = 0,

et donc ψn(c0) → 0. Il s’ensuit que c0 = 0. En appliquant ϕn
Mψn à la série,

on démontre alors par récurrence que ϕi−1
M (ci) = 0 et donc ci = 0, pour

tout i. On en déduit l’unicité.
Pour l’existence, posons ci(x) = (1 − ϕMψ)(ψi−1(x − c0(x))), si i≥1.

Comme ψ ◦ (1 − ϕMψ) = ψ − ψ = 0, on a ψ(ci(x)) = 0. De plus, comme
ψi−1(x−c0(x)) → 0, on a ci(x) → 0. Il est alors immédiat que l’on a l’identité
x = c0(x) +

∑
i≥1 ϕ

i−1
M ((1− ϕMψ)(ψi−1(x− c0(x)))).
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5.4.3. Application au calcul de la cohomologie de de Rham. Les
groupes H1

dR(Y ) et H1
dR(Y )sep sont munis d’actions de ϕ et ψ, et ψ ◦ϕ = p.

On peut appliquer le lemme 5.27 à M = O(Y ) (avec ϕM = ϕ) et à
M = Ω1(Y ) (avec ϕM = p−1ϕ). On obtient des décompositions
(5.28)
O(Y ) = M 


0⊕
(
⊕̂i≥0ϕ

i(O(Y )ψ=0)
)
, Ω1(Y ) = M 


1⊕
(
⊕̂i≥0p

−iϕi(Ω1(Y )ψ=0)
)
.

Par ailleurs, comme ψn ◦ d = pn d ◦ ψn et que ψ est surjectif sur M 

0, on a

d = 0 sur M 

0, et donc M 


0 = OC̆ . On en déduit, en utilisant le lemme 5.27,
le résultat suivant.

Proposition 5.29. L’application naturelle H1
dR(Y ) → H1

dR(Y )sep induit un
isomorphisme M 


1
∼= H1

dR(Y )sep qui est ψ et ϕ-équivariant, et on a une
décomposition ψ et ϕ-équivariante

H1
dR(Y ) ∼= H1

dR(Y )sep ⊕H1
dR(Y )tors.

De plus,
H1

dR(Y )sep = OC̆ ⊗Zp
(H1

dR(Y )sep)ψ=1.

Démonstration. M 

1 est de rang fini sur OC̆ et stable par ψ qui agit bijective-

ment et ϕ−1-semi-linéairement. Il résulte du théorème de Dieudonné-Manin
que M 


1 admet une base e1, . . . , ed sur OC̆ , telle que ψ(ei) = ei pour tout i.
Mais alors (ϕ−p) ·ei est tué par ψ puisque ψ ◦ϕ = p, et donc (ϕ−p) ·ei = 0
dans H1

dR(Y ) (cela découle du lemme 5.24). Autrement dit, ϕ(ei) = pei dans
H1

dR(Y ), ce qui prouve que M 

1 est stable par ϕ et permet de conclure.

5.4.4. Injectivité du régulateur syntomique. Soit R̃ une Ainf -algèbre
séparée et complète pour la topologie (p, p̃)-adique, et telle que R̃/p soit
intègre et intégralement close. On suppose R̃ munie d’un frobenius ϕ relevant
x 	→ xp sur R̃/p (on a donc ϕ(x)− xp ∈ pR̃, si x ∈ R̃) et coïncidant avec le
frobenius usuel sur Ainf .

Soit R̃∗∗ = lim−→r>0
1 + (p, p̃r)R̃ ⊂ R̃∗.

Lemme 5.30. Soit x ∈ R̃∗∗.
(i) Si xp = ϕ(u), avec u ∈ R̃, alors il existe u′ ∈ R̃∗∗ tel que x = ϕ(u′)

et u = (u′)p.
(ii) Si ϕ(x)/xp = vp

N , avec v ∈ R̃, alors il existe u ∈ R̃∗∗ tel que x = up
N .

Démonstration. Nous allons commencer par montrer que si x ≡ 1 + [β]b1
(mod p), avec b1 ∈ R̃ et β ∈ mC� , alors on peut trouver u ≡ 1 mod [β1/p]
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et b2 ∈ R̃ tels que x/ϕ(u) ≡ 1 + [β2]b2 mod p. Ecrivons x = 1 + pa1 + [β]b1
avec a1, b1 ∈ R̃. On a alors xp = 1+ p(pa1 + [β]b1) + [β]pbp1 mod p(p, [β])2 et
ϕ(1+[β]b1) = 1+[β]p(bp1+pb′1), avec b′1 ∈ R̃, et donc xp/ϕ(1+[β]b1) = 1+py,
avec y = pa1 + [β]b1 mod (p, [β])2. De plus, comme xp = ϕ(u), on en déduit
que y est de la forme ϕ(v), avec v ∈ R̃ (à priori v ∈ R̃[1/p], mais comme
R̃/p est réduit, on voit que l’on a v ∈ R̃). Il en résulte qu’il existe z ∈ R̃

tel que [β]b1 + [β]2z soit une puissance p-ième modulo p. Puisque R̃/p est
intégralement clos, il s’ensuit que b1 + [β]z est une puissance p-ième modulo
p et donc il existe b′1 ∈ R̃ tel que b1 + [β]z ≡ ϕ(b′1) mod p. Mais alors
[β]b1 ≡ ϕ([β1/p]b′1) mod (p, [β]2) et donc x/ϕ(1+ [β1/p]b′1) = 1+pa2+[β2]b2
pour certains a2, b2 ∈ R̃, ce qui permet de conclure.

En réitérant ce procédé, et en passant à la limite, on voit que l’on peut
écrire x = ϕ(u0)(1 + pa) pour des u0, a ∈ R̃. Comme (1 + pa)p = ϕ(u/u0),
on a p2(a+ p(p−1

2 a2+ · · · )) = ϕ((u/u0)− 1), et comme R̃/p est intègre, cela
implique que ϕ((u/u0) − 1) = p2ϕ(w), et donc 37 que a = (a′1)

p modulo p.
Cela permet d’écrire 1 + pa sous la forme (1 + pϕ(a′1))(1 + p2a1) et, par
récurrence et passage à la limite, 1 + pa sous la forme ϕ(

∏
(1 + pka′k)). Ceci

prouve le (i).
Passons au (ii). On a ϕ(x) = (xvp

N1 )p, et il résulte du (i) qu’il existe
u0 tel que x = up0. Mais alors (ϕ(u0)/u

p
0)

p = vp
N ce qui, si p �= 2, implique

ϕ(u0)/u
p
0 = vp

N−1 et une récurrence fournit le résultat (si p = 2, le même
raisonnement s’applique en remplaçant éventuellement u0 par −u0).

L’injectivité de δY : Symbp(Y
gen) → H1

syn(Y, 1) est une conséquence du
résultat plus précis suivant.

Lemme 5.31. Si dũ1

ũ1
et 1

p log
ϕ(ũ1)
ũp
1

sont divisibles par p, alors u1 est une
puissance p-ième.

Démonstration. On peut écrire u1 = ab, avec a ∈ Fr(O(Y̆ )) et b ∈ O(Y )∗∗.
(On regarde u1 sur la fibre spéciale (après avoir divisé par pr pour obtenir un
élément de valuation 0) et on prend pour a un relèvement dans Fr(O(Y̆ )).) La
condition dũ1

ũ1
divisible par p implique que u1 est une puissance p-ième sur la

fibre spéciale, et donc peut se relever en une puissance p-ième, ce qui permet
de supposer que a = 1, et donc que u1 ∈ O(Y )∗∗. Le lemme 5.30 permet alors
d’en déduire que ũ1 est une puissance p-ième (car ϕ(ũ1)

ũp
1

=
(
exp(1p log

ϕ(ũ1)
ũp
1

)
)p

en est une). On en déduit que u1 est une puissance p-ième, ce que l’on
voulait.

37. Si p = 2, on obtient a+ a2 = (a′1)
2 mod 2, et donc a = (a+ a′1)

2 mod 2.
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5.4.5. Bijectivité du régulateur syntomique. On note H1
dR(Ỹ )sep le

quotient de H1
dR(Ỹ ) par l’adhérence de son sous-groupe de torsion. Il résulte

de la description de H1
dR(Ỹ ) donnée dans la prop. 5.29 que l’on a

H1
dR(Ỹ )sep = M 


1 ⊗Zp
Acris.

Proposition 5.32. Si p > 2, on a une suite exacte (si p = 2, la suite est
presque exacte)

0 → Zp ⊗̂O(Y )∗∗ → H1
syn(Y, 1) → (H1

dR(Ỹ )sep)ϕ=p → 0.

Démonstration. Il résulte du lemme 5.15 que O(Y )∗∗ s’envoie sur 0 dans
(H1

dR(Ỹ )sep)ϕ=p, et donc Zp ⊗̂O(Y )∗∗ aussi ; la suite est donc un complexe.
• La surjectivité à droite résulte de celle de H1

syn(Y, 1) → H1
dR(Ỹ )ϕ=p

(cf. suite exacte 5.12) et de ce que H1
dR(Ỹ )sep s’identifie à un sous-module de

H1
dR(Ỹ ) stable par ϕ (prop. 5.29), et donc (H1

dR(Ỹ )sep)ϕ=p ⊂ H1
dR(Ỹ )ϕ=p.

• L’exactitude à gauche, i.e. l’injectivité de Zp ⊗̂O(Y )∗∗ → H1
syn(Y, 1),

résulte du lemme 5.31 puisque Symbp(Y
gen) contient Zp ⊗̂O(Y )∗∗.

• Il reste à prouver l’exactitude au milieu. Soit (ej)j∈J une base orthonor-
male de O(Y̆ )ψ=0 sur OC̆ . Soit x ∈ H1

dR(Ỹ )ϕ=p
tors et soit x̂ ∈ Ω1(Ỹ ) ayant pour

image x. Il résulte des décompositions (5.28) que l’on peut écrire x̂, de ma-
nière unique, sous la forme x̂ =

∑
i≥1

∑
j∈J bi,jd(p

−iϕi(ej)), avec bi,j ∈ Acris

et bi,j → 0 quand (i, j) → ∞, et la condition (ϕ − p)x̂ = 0 se traduit par
l’existence de ai,j ∈ Acris, ai,j → 0 quand (i, j) → ∞, tels que b1,j = a1,j et
bi,j = ϕ(bi−1,j) + pi−1ai,j si i ≥ 2. On a alors

bi,j = ϕi−1(a1,j) + pϕi−2(a2,j) + · · ·+ pi−1ai,j .

On déduit la prop. 5.32 du lemme 5.33 ci-dessous en raisonnant comme pour
la preuve de la prop. 4.7 (i.e. en utilisant la décomposition Acris = OC̆ ⊕
Ker θ0, puis le fait que Acris = Ainf [

p̃k

k! , k ≥ 0]∧ et enfin, le fait que tout
élément de Ainf a un développement de Teichmüller).

Lemme 5.33. Si e ∈ O(Y̆ ) et vC�(a) > 0, alors Σ(a, e) =
∑

i≥0[a
pi

]d
(ϕi(e)

pi

)
peut s’écrire sous la forme dv

v avec v ∈ O(Ỹ )∗.

Démonstration. D’après la rem. 2.13 de [4], il existe une suite d’applications
δn : O(Ỹ ) → O(Ỹ ), pour n ≥ 0, avec δ0(x) = x, telles que

ϕn(x) = δ0(x)
pn

+ pδ1(x)
pn−1

+ · · ·+ pnδn(x).
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On en déduit que∑
i≥0

p−i[ap
i

]ϕi(e) =
∑
n≥0

�([ap
n

]δn(e)), avec �(x) =
∑
k≥0

p−kxp
k

.

Il s’ensuit que

exp
(∑
i≥0

p−i[ap
i

]ϕi(e)
)
=

∏
n≥0

expAH([a
pn

]δn(e)),

où expAH est l’exponentielle d’Artin-Hasse (qui appartient à 1+XZp[[X]]) ;
le produit converge dans O(Ỹ )∗∗ et si v est le résultat, on a dv

v = Σ(a, e), ce
que l’on voulait.

Théorème 5.34. δY : Symbp(Y
gen) → H1

syn(Y, 1) est un isomorphisme si
p > 2 (si p = 2, c’est presque un isomorphisme).

Démonstration. Cela résulte, via le lemme des 5, du diagramme commutatif
suivant dont les lignes sont exactes :

0 Zp ⊗̂O(Y )∗∗ Symbp(Y
gen) (Acris ⊗H1

dR(Y̆ )sep)ϕ=p 0

0 Zp ⊗̂O(Y )∗∗ H1
syn(Y, 1) (Acris ⊗H1

dR(Y̆ )sep)ϕ=p 0

(L’exactitude de la ligne du haut est la prop. 5.21 et celle de la ligne du bas
est la prop. 5.32.)

6. Cohomologie des courbes quasi-compactes

Dans ce chapitre, on calcule la cohomologie d’une courbe quasi-compacte
à partir d’une triangulation : une telle triangulation fournit un patron de la
courbe et on exprime toutes les cohomologies en termes des cohomologies
des termes de ce patron : en particulier, les symboles (prop. 6.2), la coho-
mologie étale �-adique (th. 6.3 plus formule « de Picard-Lefschetz » de la
rem. 6.4), la cohomologie de de Rham (cor. 6.10) et sa séparée (th. 6.14), la
cohomologie de Hyodo-Kato (th. 6.21 et rem. 6.22). Cela permet de relier les
symboles p-adiques, la cohomologie syntomique et la cohomologie étale p-
adique (th. 6.24 et cor. 6.25). Enfin, on exprime la cohomologie syntomique
en termes du complexe de de Rham (rem. 6.27 et th. 6.30) et on en déduit le
th. 0.1 (cf. th. 6.32).
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6.1. Notations

Soit Y une courbe quasi-compacte sur C (i.e. un affinoïde ou une courbe
propre). Soit S une triangulation de Y , et soit YS le OC-modèle semi-stable
associé. On suppose S suffisamment fine pour que :

• la fibre spéciale Y sp
S ait au moins deux composantes irréductibles

• ces composantes irréductibles soient lisses et deux d’entre elles s’in-
tersectent en au plus un point,

• les shorts Ys, pour s ∈ S, soient 38 petits.

Soit (Γ, (Yi)i∈I , (ιi,j)(i,j)∈I2,c) un patron de Y associé à S (cf. § 3.5) ; cela
inclut :

• un graphe bipartite marqué Γ = (I, I2, μ), avec I = S �Ac et I2,c =
{(a, s), a ∈ Ac, s ∈ S(a)}, μ(a) ∈ Q∗

+ si a ∈ Ac,
• des shorts Ys pour s ∈ S, des jambes Ya pour a ∈ Ac (avec Ya

de longueur μ(a)), la fibre spéciale Y sp
s de Ys étant propre (et lisse) par

convention (avec certains points marqués de multiplicité 0+ si s ∈ ∂Y ),
• si a ∈ Ac, un paramètre local Ta,s1 de Ya (ce qui fournit une orien-

tation de Ya et donc fixe une origine s1 et un bout s2) admettant un prolon-
gement à des ouverts de Ys1 et Ys2 , et Ta,s2 = pμ(a)/Ta,s1 ,

• des cercles fantômes Ya,s pour a ∈ A(s), et O(Ya,s) = OC [[Ta,s, T
−1
a,s 〉.

A ces données, on rajoute deux entiers N1(S) et N(S) définis par 39 :
• N1(S), plus petit entier N tel que pNμ(a) ≥ 1, pour tout a ∈ Ac.
• N(S), plus petit entier N ≥ N1(S) tel que, pour tout (a, s) ∈ I2,c,

on ait Ta,s ∈ O(Y̆s) + p1/p
N

O(Ys).

On rappelle que Σ(Y ) est l’ensemble des noeuds de Y ; on a Σ(Y ) ⊂ S.

6.2. Cohomologie étale

6.2.1. Localisation des symboles. Soit � un nombre premier. On a dé-
fini les groupes Symb�(Z) pour Z = Y, Y gen

i , Y gen
i,j (cf. no 5.1.3 pour Y et

38. Cette dernière condition n’intervient que dans le § 6.4 où l’on utilise les ré-
sultats du § 5.4. Si on part d’une triangulation S vérifiant les deux premiers points,
on en fabrique une vérifiant le dernier de la manière suivante : si s ∈ S, on peut
décomposer le short Ys en un petit short et un nombre fini de boules ouvertes, tubes
de points de la fibre spéciale ; on peut décomposer chacune de ces boules en une
boule fermée et une couronne, et il suffit de rajouter à S les points de Gauss de ces
boules fermées pour obtenir une triangulation ayant les propriétés voulues.

39. N1(S) ≤ N(s) ≤ � log e
log p� si YS est défini sur K, d’indice de ramification e.
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Y gen
s et no 4.1.2 pour Y gen

a et Y gen
a,s ). Les restrictions induisent des applica-

tions naturelles

Symb�(Y ) → Symb�(Y
gen
i ) → Symb�(Y

gen
i,j ).

Posons

A�,∞(YS)=

{
((ui,n, vi,n ∈C(Yi)

∗)i∈I,n∈N, (gi,j,n ∈C(Yi,j)
∗)(i,j)∈I2,c,n∈N,

ui,n+1 = ui,nv�
n

i,n, ui,n = g�
n

i,j,nuj,n, g�i,j,n+1 = gi,j,n
vi,n

vj,n

}
A�,∞(YS)

triv = {(a�ni,n, a�i,n+1/ai,n)i∈I,n∈N, (ai,n/aj,n)(i,j)∈I2,c,n∈N}⊂A�,∞(YS)

On pose alors

Symb�(YS) := A�,∞(YS)/A�,∞(YS)
triv.

Lemme 6.1. On a un isomorphisme naturel

Symb�(YS)
∼= Symb�(Y ).

Démonstration. Compactifions Y en recollant des disques Ya le long des
cercles fantômes Ya,s, pour a ∈ A K Ac (auquel cas S(a) n’a qu’un élément
s = s(a)), via Ts,a. On note X la courbe ainsi obtenue (si Y est propre, alors
X = Y , bien sûr) ; c’est l’analytifiée d’une courbe algébrique propre d’après
GAGA rigide.

Posons gi,j,n = 1 si (i, j) ∈ I2 K I2,c. Les gi,j,n, pour (i, j) ∈ I2, définissent
un fibré en droites F sur X vu comme espace adique, et par le principe
GaGa, cela fournit 40 un fibré en droites sur X vu comme variété rigide et
donc, grâce à GAGA rigide, un fibré en droites sur la courbe algébrique
sous-jacente.

F étant algébrique sur X, il possède une section globale méromorphe
sur X tout entier et donc, a fortiori, sur Y . Autrement dit, on peut trouver
des gi,n ∈ C(Y gen

i )∗, pour i ∈ I, tels que gi,n
gj,n

= gi,j,n. Les ui,n

g�n
i,n

se recollent

alors pour fabriquer un ∈ A�,n(Y ), et on a un+1 = un
(vi,ngi,n

g�
i,n+1

)pn

sur Yi. Or

40. F admet des sections globales ei sur Yi, pour i ∈ I ′, et on a ea = ga,s,nes
sur Ya,s. Si Ua,s est un ouvert de Ys sur lequel Ta,s est holomorphe, il résulte
du lemme 4.2 que l’on peut factoriser ga,s,n sous la forme ua,sva,s, avec ua,s ∈
O(Ua,s)

∗ et va,s ∈ O(Ya)
∗. Il s’ensuit que F admet une section globale ea,s sur

Va,s = Ua,s � Ya (recollés le long de Ya,s), où ea,s = u−1
a,ses sur Ua,s et ea,s = va,sea

sur Ya). Les Va,s formant un recouvrement de X par des ouverts rigides, cela définit
un fibré en droites sur X vu comme variété rigide.
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vi,ngi,n
g�
i,n+1

= vj,ngj,n
g�
j,n+1

sur Yi,j puisque g�i,j,n+1 = gi,j,n
vi,n

vj,n
, et donc les vi,ngi,n

g�
i,n+1

se
recollent en vn ∈ C(Y )∗. Il s’ensuit que (un, vn)n ∈ A�,∞(Y ).

Les gi,n sont uniques à multiplication simultanée près par gn ∈ C(Y )∗.
Il s’ensuit que l’image de (un)n∈N dans Symb�(Y ) ne dépend pas du choix
des gi,n, ce qui fournit une flèche naturelle Symb�(YS) → Symb�(Y ).

Cette flèche est surjective car (un, vn)n∈N ∈ A�,∞(Y ) est, bien évidem-
ment, l’image de (ui,n, vi,n)i∈I,n∈N, (gi,j,n)(i,j)∈I2,c,n∈N, où ui,n et vi,n sont les
restrictions de un et vn à Yi et gi,j,n = 1.

Elle est injective : si l’image est triviale, un = a�
n

n et vn = a�n+1/an, donc
ui,n = (angi,n)

�n , vi,n = (an+1gi,n+1)
�/(angi,n) et gi,j,n = (angi,n)/(angj,n),

ce qui montre que notre symbole localisé est trivial.
Ceci permet de conclure.

Proposition 6.2. On a une suite exacte

0 → H1(Γ,Z�(1)) → Symb�(YS) → Ker
[ ∏
i∈I

Symb�(Y
gen
i ) →

∏
(i,j)∈I2,c

Symb�(Y
gen
i,j )

]
→ 0.

Démonstration. Partons de symboles (ui,n, vi,n) ∈ A�,∞(Yi) se recollant sur
Yi,j . Il existe donc gi,j,n tel que ui,n = g�

n

i,j,nuj,n sur Yi,j , et comme cela ne
définit gi,j,n qu’à une racine �n-ième de l’unité près, on peut, par récurrence
sur n, imposer que gi,j,n+1 = g�i,j,n

vi,n

vj,n
. On en déduit la surjectivité à droite.

Pour l’exactitude au milieu, on part de A�,∞(YS) tel que ui,n = vi,n = 1,
pour tous i ∈ I et n ∈ N. Alors les (gi,j,n)n définissent un élément gi,j de
Z�(1) et le résultat appartient à A�,∞(YS)

triv si et seulement si il existe des
ai ∈ Z�(1), pour i ∈ I, tels que gi,j = ai − aj . Le passage au quotient nous
donne, grâce à la rem. 1.4, le H1(Γ,Z�(1)) que l’on voulait.

6.2.2. Le cas � �= p. Si � �= p, la prop. 6.2, combinée avec le lemme 6.1 et
l’isomorphisme Symb�(Y ) ∼= H1

ét(Y,Z�(1)) du cor. 5.5, fournit une descrip-
tion concrète de H1

ét(Y,Z�(1)). Voir aussi [20, 5.2] pour une approche un peu
différente.

Théorème 6.3. Si � �= p, alors H1
ét(Y,Z�(1)) admet une filtration naturelle

dont les quotients successifs sont :

H1
ét(Y,Z�(1)) =

[
H1(Γ,Z�(1))

∏
s∈Σ(Y )H

1
ét(Y

sp
s ,Z�(1)) H1

c (Γ,Z�)
∗ ]

.

Démonstration. La prop. 6.2 fournit le premier cran de la filtration. Le se-
cond cran est le noyau de l’application résidu dont l’image est

Ker
[∏
i∈I

Ker
[
∂∗
i : Z∂adYi

� → Z
{i}
�

]
→ Z

I2,c
�

]
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(prop. 5.10 combinée avec l’isomorphisme H1
ét(Y

sp
s ,Z�(1)) ∼= T�Pic(Y

sp
s ) =

T�(J(Y
sp
s )) pour s ∈ S, et prop. 4.5 pour i ∈ Ac). On conclut en utilisant les

rem. 1.3 et 1.4, et en supprimant les s ∈ S KΣ(Y ) puisque, pour un tel s, on
a Y sp

s = P1 et donc H1
ét(Y

sp
s ,Z�(1)) = 0.

Remarque 6.4. (i) Comme H1
ét(Y,Q�(1)) = Q� ⊗Z�

H1
ét(Y,Z�(1)), la des-

cription ci-dessus de H1
ét(Y,Z�(1)) permet, grâce à la rem. 1.6, de définir, si

t ∈ Z�(1), un opérateur de monodromie

tN : H1
ét(Y,Q�(1)) → H1

ét(Y,Q�(1)).

(ii) Le choix de r 	→ pr fournit une section de la projection modulo
H1(Γ,Q�(1)). En effet, on peut imposer à (ui,n, vi,n)n ∈ A�,∞(Yi) les condi-
tions supplémentaires suivantes :

• si i = a ∈ Ac, alors ui,n = T
ka,n
a,s1 , où ka,n a une limite ka ∈ Z�,

• si i = s ∈ S, alors la restriction de us,n à Ya,s, pour a ∈ A(s), est de la
forme T

ks,a,n
a,s u0s,n, avec u0s,n ∈ O(Ya,s)

∗∗.
(Pour a ∈ Ac, cela suit de la prop. 4.5 ; pour s ∈ S, cela résulte de ce

qu’on peut multiplier us,n par f �n
s,n, avec fs,n ∈ C(Y )∗, ce qui permet de

modifier à loisir le coefficient dominant en un nombre fini de points.)
Comme x ∈ O(Ya,s)

∗∗ a une racine �n-ième naturelle
∑

k≥0

(1/�n
k

)
(x−1)k,

ua,n

us,n
a une racine �n-ième naturelle ga,s,n, si a ∈ Ac et s ∈ S(a) = {s1, s2} :

— Si s = s1,
ua,n

us,n
= T

ka,n−ka,s,n
a,s (u0s,n)

−1 et ka,n − ka,s,n ∈ �nZ.

— Si s = s2,
ua,n

us,n
= pka,nμ(a)T

−(ka,n+ka,s,n)
a,s (u0s,n)

−1 et ka,n + ka,s,n ∈ �nZ,
et pka,nμ(a) a comme racine �n-ième p�

−nka,nμ(a).
On fabrique un scindage sr �→pr en envoyant la classe de (ui,n, vi,n)i,n sur

celle de ((ui,n, vi,n)i,n, (gi,j,n)i,j,n).
(iii) Si on change r 	→ pr en r 	→ ζ(r)pr, où ζ est un morphisme de

groupes de Q/Z dans le groupe des racines de l’unité, cela multiplie ga,s2,n
par ζ(�−nka,nμ(a)) sans modifier ga,s1,n. On en déduit la formule « de Picard-
Lefschetz »

sr �→ζ(r)pr = sr �→pr + tζN,

où tζ = (ζ(�−n))n∈N ∈ Z�(1).
Remarque 6.5. Si Y est défini sur OK , on peut utiliser ce qui précède pour
décrire l’action du sous-groupe d’inertie IK de GK sur H1

ét(Y,Q�(1)), mais il
vaut mieux choisir une uniformisante π de K et prendre les jambes Ya de la
forme Spf(OK [[Ta,s1 , Ta,s2 ]]/(Ta,s1Ta,s2−πeμ(a))), où e l’indice de ramification
absolu de K (et eμ(a) est entier), et choisir un morphisme r 	→ πr (de Z[1� ]
dans C∗) plutôt que r 	→ pr.
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Si σ ∈ IK , il existe ζ� : Z[
1
� ] → μ�n tel que l’on ait σ(πr) = ζσ(r)π

r, et
alors tσ = (ζσ(�

−n))n ∈ Z�(1) et σ 	→ tσ est un 1-cocycle sur IK à valeurs
dans Z�(1), et on a σ(c) = c+ tσN(c) si c ∈ H1

ét(Y,Q�(1)). Voir [33] pour un
point de vue différent.

6.3. Cohomologie de de Rham et variantes

On peut calculer les diverses cohomologies de YS à la Čech, en utili-
sant le recouvrement par les Yi, pour i ∈ I. Ce calcul est simplifié par le
fait que les seules intersections non vides sont les Yi,j , pour (i, j) ∈ I2,c.
Par exemple (prop. 3.20), les groupes H i

dR(YS) de cohomologie de de Rham
(logarithmique) de YS sont les groupes de cohomologie du complexe :

C•
dR(YS) :=

[∏
i∈I

Ω•(Yi) −→
∏

(i,j)∈I2,c

Ω•(Yi,j)
]
.

Le complexe ci-dessus est le complexe naturel pour calculer la cohomologie
de de Rham mais, à p2N(S) près, on peut aussi utiliser

C
•
dR(YS) :=

[∏
i∈I

Ω•(Yi) −→
∏

(i,j)∈I2,c

Ω
•
(Yi,j)

]
,

où Ω
•
(Yi,j) est le quotient de Ω•(Yi,j) défini dans la discussion précédant le

lemme 4.13 ci-dessous.

6.3.1. Cohomologie de de Rham. Soit

Sint := S K ∂Y.

Si s ∈ S, on construit une compactification partielle Y ♦
s de Ys en re-

collant, via les Ta,s, les disques ouverts {vp(Ta,s) > 0} le long des cercles
fantômes Ya,s, pour a ∈ Ac(s).
Remarque 6.6. Si s ∈ Sint, alors Y ♦

s est propre ; si s ∈ ∂Y , c’est un short.
On note H1

dR(Y
♦
s )0 l’ensemble des ω ∈ H1

dR(Y
♦
s ) tels que Resa(ω) = 0

pour tout a ∈ A(s) K Ac(s). (Si s ∈ Sint, alors H1
dR(Y

♦
s )0 = H1

dR(Y
♦
s ), mais

si s ∈ ∂Y et |A(s) K Ac(s)| = r, alors H1
dR(Y

♦
s )0 est de corang r − 1 dans

H1
dR(Y

♦
s ).)

Remarque 6.7. Y ♦
s dépend du choix des Ta,s, mais H1

dR(Y
♦
s ) (et donc aussi

H1
dR(Y

♦
s )0) n’en dépend pas car il s’identifie à la cohomologie convergente

de Y sp
s si s ∈ Sint, et à celle de l’ouvert complémentaire des points de multi-

plicité 0+ si s ∈ ∂Y .
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Proposition 6.8. H1
dR(YS) a une filtration dont les quotients successifs sont,

à pN1(S) près,

H1
dR(YS) =

[
H1(Γ,OC)

∏
s∈S H1

dR(Y
♦
s )0 H1

c (Γ,OC)
∗ ]

.

Démonstration. On a une suite exacte

0 H0
dR(YS)

∏
i∈I H

0
dR(Yi)

∏
(i,j)∈I2,c H

0
dR(Yi,j)

H1
dR(YS)

∏
i∈I H

1
dR(Yi)

∏
(i,j)∈I2,c H

1
dR(Yi,j)

Le sous-groupe H1(Γ,OC) est Coker
[∏

i∈I H
0
dR(Yi) →

∏
(i,j)∈I2,c H

0
dR(Yi,j)

]
.

Le quotient H1
c (Γ,OC)

∗ est fourni par l’application résidu comme dans la
preuve du th. 6.3. Si a ∈ Ac, on a

Ω1(Ya) = Ω1(Ba,s1)⊕ Ω1(Ba,s2)⊕ OC
dTa,s1

Ta,s1

,

où Ba,s1 est la boule ouverte avec O(Ba,si) = OC [[Ta,si ]], si i = 1, 2. Cette
décomposition induit une décomposition

H1
dR(Ya) = H1

dR(Ba,s1)⊕H1
dR(Ba,s2)⊕ OC

dTa,s1

Ta,s1

.

L’image de H1
dR(Ba,si) dans H1

dR(Ya,s3−i
) est tuée par pN1(S) (lemme 4.13). Le

complexe
∏

i∈I H
1
dR(Yi)0 →

∏
(i,j)∈I2,c H

1
dR(Yi,j)0 se pN1(S)-décompose donc

en ∏
s∈S

[
H1

dR(Ys)0 ⊕
∏

a∈Ac(s)

H1
dR(Ba,s) →

∏
a∈Ac(s)

H1
dR(Ya,s)0

]
.

Or le noyau de H1
dR(Ys)0⊕

∏
a∈Ac(s)

H1
dR(Ba,s) →

∏
a∈Ac(s)

H1
dR(Ya,s)0 n’est

autre que H1
dR(Y

♦
s )0 comme on le voit en considérant le recouvrement de

Y ♦
s formé de Ys et des Ba,s, pour a ∈ Ac(s). (On aurait aussi pu utiliser la

prop. 6.12 ci-dessous.)
On en déduit le résultat.

Remarque 6.9. On a H1
dR(Y )

∼← C ⊗OC
H1

dR(YS) pour tout S ; en particu-
lier C ⊗OC

H1
dR(YS) ne dépend pas de S. Cela peut se voir directement :

si on raffine S en S′, la flèche naturelle H1
dR(YS) → H1

dR(YS′) induit un
isomorphisme C ⊗OC

H1
dR(YS)

∼→ C ⊗OC
H1

dR(YS′) car :
• Γad(S′) se rétracte sur Γad(S) et donc a même cohomologie.
• Les Y ♦

s , pour s ∈ S′KS, sont des P1 et donc H1
dR(Y

♦
s )0 = 0 si s ∈ S′KS.
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Après avoir éliminé les P1 superflus, on obtient le corollaire ci-dessous.

Corollaire 6.10. H1
dR(Y ) a une filtration dont les quotients successifs sont

H1
dR(Y ) =

[
H1(Γ, C)

∏
s∈Σ(Y )H

1
dR(Y

♦
s )0 H1

c (Γ, C)∗
]
.

Remarque 6.11. Si Y est propre, tous les Y ♦
s sont propres et ont une co-

homologie de dimension finie, ce qui est en accord avec le fait que H1
dR(Y )

est de dimension finie. Si Y est un affinoïde, alors H1
dR(Y ) est de dimension

infinie ; c’est dû au fait que ∂Y est non vide et que, si s ∈ ∂Y , alors Y ♦
s est

un OC-short et donc sa cohomologie est de dimension infinie.

6.3.2. Dégénerescence de courbes. On note Y ∞
S la courbe obtenue en

spécialisant en (0)a∈Ac
la famille de courbes du no 3.6.3 dans le cas R =

OC [[Ta, a ∈ Ac]], ce qui remplace Ya par la réunion Y ∞
a de deux disques

attachés en un point Pa. Alors Y ∞
S est aussi la courbe obtenue en recollant

les Y ♦
s en les Pa : i.e. on identifie le point Ta,s1 = 0 de Y ♦

s1 avec le point
Ta,s2 = 0 de Y ♦

s2 , pour tout a ∈ Ac.

Proposition 6.12. Les complexes C•
dR(Y

∞
S ) et C•

dR(YS) sont naturellement
pN1(S)-quasi-isomorphes, et la cohomologie de de Rham (logarithmique) de Y
est donc naturellement isomorphe à celle de Y ∞.

Démonstration. Les groupes intervenant dans les complexes C•
dR(Y

∞
S ) et

C•
dR(YS) sont naturellement isomorphes : O(Z∞) = O(Z) et Ω1(Z∞) =

Ω1(Z), si Z = Ys, Ya,s et, si Z = Ya,

O(Y ∞
a ) = OC [[Ta,s1Ta,s2 ]]/(Ta,s1Ta,s2), O(Ya) = OC [[Ta,s1Ta,s2 ]]/(Ta,s1Ta,s2 − pμ(a))

et on dispose d’un isomorphisme OC-linéaire 41 qui envoie T k
a,si sur T k

a,si , si
k ≥ 0 ; l’isomorphisme correspondant Ω1(Y ∞

a )
∼→ Ω1(Ya) envoie T k

a,si
dTa,si

Ta,si

sur T k
a,si

dTa,si

Ta,si

si k ≥ 0 (pour k = 0 les deux valeurs obtenues coïncident

puisque dTa,s1

Ta,s1

+
dTa,s2

Ta,s2

= 0).

Le lemme 4.13 permet de montrer que ceci définit un pN1(S)-quasi-isomor-
phisme C

•
dR(Y

∞
S ) → C

•
dR(YS), ce qui permet de conclure.

6.3.3. Cohomologie de de Rham séparée. Le groupe H1
dR(YS) peut

avoir de la torsion d’exposant non borné (c’est effectivement le cas si Y est un

41. Ce n’est pas un morphisme d’anneaux puisque Ta,s1Ta,s2 = 0 dans O(Y ∞
a ) et

Ta,s1Ta,s2 = p̃μ(a) dans O(Ya).
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affinoïde) ; on note H1
dR(YS)

sep son quotient par l’adhérence H1
dR(YS)tors du

sous-groupe de torsion : on a H1
dR(Y ) = C⊗OC

H1
dR(YS) et C⊗OC

H1
dR(YS)

sep

est le séparé de H1
dR(Y ) (i.e. son quotient par l’adhérence de 0).

Exemple 6.13. (i) Si Y est propre, H1
dR(YS) est sans torsion et H1

dR(YS)
sep =

H1
dR(YS).

(ii) Si Y est la fibre générique d’un OC-short YS , alors H1
dR(YS)

sep est
le OC-module M 


1 de la prop. 5.29 ; il est de rang fini, mais la torsion de
H1

dR(YS) est d’exposant non borné.
On note Γint le sous-graphe de Γ dont les sommets sont Sint et les arêtes

Aint, i.e. l’ensemble des a ∈ A telles que S(a) ⊂ Sint ; alors Γint est un graphe
compact.

Théorème 6.14. (i) Le groupe H1
dR(YS)

sep est de rang fini et admet une
filtration naturelle dont les quotients successifs, à pN1(S) près, sont :

H1
dR(YS)

sep =
[
H1(Γint,OC)

∏
s∈S H1

dR(Y
♦
s )sep0 H1

c (Γ,OC)
∗ ]

.

(ii) Le groupe H1
dR(Y )sep est de dimension finie et admet une filtration

naturelle dont les quotients successifs sont :

H1
dR(Y )sep =

[
H1(Γint, C)

∏
s∈Σ(Y )(C ⊗OC

H1
dR(Y

♦
s )sep0 ) H1

c (Γ, C)∗
]
.

Démonstration. Le (ii) se déduit du (i) en inversant p et en éliminant les P1

superflus (cf. rem. 6.9).
Prouvons le (i). Comme le quotient H1

c (Γ,OC)
∗ de H1

dR(YS) est séparé,
on a une suite exacte

0 → H1
dR(Y )sep0 → H1

dR(YS)
sep → H1

c (Γ,OC)
∗ → 0.

Maintenant, si on note M l’intersection de H1(Γ,OC) et de l’adhérence de
(H1

dR(YS)0)
tors, une petite chasse au diagramme fournit la suite exacte :

0 → H1(Γ,OC)/M → H1
dR(YS)

sep
0 →

∏
s

H1
dR(Y

♦
s )sep0 → 0.

Comme les H1
dR(Y

♦
s )sep0 sont de rang fini (c’est clair si Y ♦

s est propre, et si
Y ♦
s est un short, cela résulte de la prop. 5.20), on en déduit que H1

dR(YS)
sep

est de rang fini.
Pour terminer la preuve du théorème, il ne reste donc plus qu’à détermi-

ner M , ce qui fait l’objet du lemme 6.15 ci-dessous.
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Lemme 6.15. On a

Ker
[
H1(Γ,OC) → H1

dR(YS)
sep

]
= Ker

[
H1(Γ,OC) → H1(Γint,OC)

]
.

Démonstration. On note Aext l’ensemble des a ∈ A telles que S(a) ⊂ ∂Y et
Abord = A K (Aext ∪Aint) l’ensemble des a dont une extrémités appartient à
∂Y et l’autre à Aint (on note s1 = s1(a) celle appartenant à Aint et s2 = s2(a)
celle appartenant à ∂Y ).

On note Y ′
S la courbe obtenue en remplaçant pμ(a) par 0 si a ∈ Abord dans

le patron de YS . Cela remplace les Ya, pour a ∈ Abord, par la réunion Y ′
a de

deux disques Ba,s1 , Ba,s2 attachés en un point Pa. On note Y ′
S,int la réunion

des Ys pour s ∈ Sint, des Ya pour a ∈ Aint, et des Ba,s1 pour a ∈ Abord ; c’est
un modèle semi-stable d’une courbe propre.

Les mêmes arguments que pour la preuve de la prop. 6.12 montrent que
les complexes C•

dR(YS)0 et C•
dR(Y

′
S)0 sont pN1(S)-quasi-isomorphes, et qu’on

peut calculer H1
dR(YS)0 (à pN1(S) près) en utilisant C•

dR(Y
′
S)0.

La restriction fournit une flèche naturelle H1
dR(Y

′
S)0 → H1

dR(Y
′
S,int)0.

Comme Y ′
S,int est propre, H1

dR(Y
′
S,int)0 est séparé et la flèche ci-dessus se

factorise à travers H1
dR(Y

′
S)

sep
0 . De plus, cette flèche induit, par restriction, la

flèche naturelle H1(Γ,OC) → H1(Γint,OC), et comme cette dernière flèche
est surjective, on en déduit que le membre de gauche dans l’énoncé du lemme
est inclus dans le membre de droite.

Pour prouver l’égalité, il s’agit donc de prouver que Ker
[
H1(Γ,OC) →

H1(Γint,OC)
]

est dans l’adhérence de 0 dans H1
dR(YS). Or ce noyau est

engendré par des classes de la forme ea,s = ((ωi)i, (gi,j)i,j), où S(a) = {s, s′}
et s ∈ ∂Y , avec ωi = 0 pour tout i, ga,s′ = 1 et gi,j = 0 si (i, j) �= (a, s′).

Comme kC ⊗ Y ♦
s est affine puisque s ∈ ∂Y , on peut trouver φ ∈ O(Y ♦

s )
telle que φ(Pa) = 1 et φ(Pb) = 0 si b ∈ A(s) K {a}.

Soit α ∈ 1+pOC . Si n ∈ N, alors φn = pn log(1+(α1/pn −1)φ) ∈ O(Y ♦
s ).

On peut donc considérer le bord cn de (gi,n)i∈I , où gi,n = 0 si i /∈ {s}�A(s)
et gi,n = φn si i ∈ {s} � A(s). Le lemme suivant montre que (logα)ea,s est
dans l’adhérence de 0 dans H1

dR(YS), ce qui permet de conclure.

Lemme 6.16. Il existe N ∈ N tel que, si n ≥ N , alors cn − (logα)ea,s est
divisible par pn−N .

Démonstration. dgi,n est divisible par pn et, sur Yi,j , on a gi,n−gj,n = 0 sauf
si (i, j) = (b, t), avec b ∈ A(s) et t est l’autre extrémité de b, où gt,n = 0,
mais gb,n = φn �= 0 :

• Si b = a, comme φ(Pa) = 1, on a vYb,t
(1+(α1/pn−1)φ

α1/pn − 1) ≥ μ(a), et il
existe N(a) (ne dépendant que μ(a)) tel que vYb,t

(φn − logα) ≥ n−N(a).
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• Si b ∈ A(s)K{a}, comme φ(Pb) = 0, on a vYb,t
((1+(α1/pn−1)φ)−1) ≥

μ(b), et donc vYb,t
(φn) ≥ n−N(b).

Ceci permet de conclure.

6.3.4. Cohomologie cristalline. • Si s ∈ S, on choisit un modèle Y̆s de
Ys sur OC̆ et un frobenius ϕ sur O(Y̆s). On pose O(Ỹs) := Acris ⊗̂ OC̆

O(Y̆s) ;
on a bien évidemment

O(Y̆s) = OC̆ ⊗̂Acris
O(Ỹs) et O(Ys) = OC ⊗̂Acris

O(Ỹs).

Soit r(S) = p−N(S), de telle sorte que Ta,s ∈ O(Y̆s) + pr(S)O(Ys), pour tout
(a, s) ∈ I2,c. On peut donc écrire Ta,s, sur Ys, sous la forme

Ta,s = Ta,s,0 + pr(S)T ′
a,s, avec Ta,s,0 ∈ O(Y̆s) et T ′

a,s ∈ O(Ys).

On choisit un relèvement T̃ ′
a,s de T ′

a,s dans O(Ỹs), et on pose

T̃a,s = Ta,s,0 + p̃r(S)T̃ ′
a,s ∈ O(Ỹs).

• Si a ∈ Ac, on pose

O(Ỹa) := Acris[[Ta,s1 , Ta,s2 ]]/(Ta,s1Ta,s2 − p̃μ(a)).

On a
O(Ya) = OC ⊗̂Acris

O(Ỹa).

• Si s ∈ S(a), on pose O(Ỹa,s) := Acris[[Ta,s, T
−1
a,s 〉. Si h ≥ 0, on note

O(Ỹa,s)
PDh le complété p-adique de l’enveloppe à puissances divisées logarith-

miques partielles, de niveau h, du noyau de O(Ỹa) ⊗̂Acris
O(Ỹs) → O(Ya,s) :

si Ua,s =
Ta,s⊗1

1⊗T̃a,s

, on a un isomorphisme

O(Ỹa,s)
PDh ∼= O(Ỹa,s)[

(Ua,s−1)k

[k/ph]! , k ∈ N]p−∧.

Si h ≥ N(S), on peut remplacer Ua,s par U ′
a,s =

Ta,s⊗1
1⊗Ta,s,0

dans l’isomorphisme
ci-dessus car p̃r(S) a des puissances divisées partielles de niveau h.

• Si Z = Ya, Ys, Ya,s, on note Ωj(Z̃) le Acris-module Ωj

O( ˜Z)/Acris

, et

Ωj(Ỹa,s)
PD le Acris-module Ωj

O(˜Ya,s)PD/Acris

. On a bien sûr Ωj(Z̃) = 0 si j ≥ 2

(resp. j ≥ 3) et Z = Ya, Ys (resp. Z = Ya,s). Le lemme de Poincaré nous
donne le résultat suivant :
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Lemme 6.17. Si h ≥ 0, le complexe de de Rham
[
O(Ỹa,s) → Ω1(Ỹa,s)

]
est

ph-quasi-isomorphe au complexe
[
O(Ỹa,s)

PDh → Ω1(Ỹa,s)
PDh

d=0

]
.

Notons que l’on peut munir O(Ỹs) et O(Ỹa) d’endomorphismes de Frobe-
nius (O(Ỹs) par extension des scalaires à partir de O(Y̆s) qui est lisse sur OC̆ ,
et O(Ỹa), en envoyant Ti sur T p

i ) ; cela munit aussi O(Ỹa,s)
PDh du frobenius

produit tensoriel.
On définit les H i

dR(ỸS), pour i ≤ 2, comme les groupes de cohomologie
du complexe 42

C•
dR(ỸS) :=

[ ∏
i∈I

O(Ỹi)
∏
i∈I

Ω1(Ỹi)⊕
∏

(i,j)∈I2,c
O(Ỹi,j)

PD
∏

(i,j)∈I2,c
Ω1(Ỹi,j)

PD
d=0

]
la première flèche étant ((fi)i) 	→ ((dfi)i, (fi ⊗ 1 − 1 ⊗ fj)i,j), et la seconde
étant ((ωi)i, (fi,j)i,j) 	→ (ωi ⊗ 1 − 1 ⊗ ωj − dfi,j)i,j . Notons que ϕ commute
aux flèches ci-dessus et donc les H i

dR(ỸS) sont munis d’une action de ϕ.
Remarque 6.18. (i) Les techniques cristallines à base de lemme de Poincaré
permettent de montrer que les H i

dR(ỸS), ainsi que l’action de ϕ, ne dépendent
pas des choix faits : nous laissons au lecteur le soin de vérifier que les H i

dR(ỸS)
sont les groupes de cohomologie cristalline logarithmique absolue (i.e. sur Zp)
de (OC/p)⊗ YS .

(ii) Si on remplace PD par PDh dans la définition ci-dessus, on obtient
un complexe ph-quasi-isomorphe d’après le lemme 6.17.

(iii) On pourrait remplacer Acris par Ainf dans les définitions des O(Z̃)
et utiliser le cas R = Ainf du no 3.6.3 pour produire un schéma formel ỸS
ayant YS et Y̆S comme spécialisations. Malheureusement, on ne peut pas
munir ỸS d’un frobenius global, et son existence n’aide pas pour munir la
cohomologie d’une action de ϕ.

Le complexe C•
dR(ỸS) est le cylindre[∏

i∈I
Ω•(Ỹi) →

∏
(i,j)∈I2,c

Ωτ≤1(Ỹi,j)
]
.

Pour faire les calculs, on peut remplacer C•
dR(ỸS) par le complexe quasi-

isomorphe

C
•
dR(ỸS) :=

[∏
i∈I

Ω•(Ỹi) →
∏

(i,j)∈I2,c

Ω
τ≤1

(Ỹi,j)
]
,

42. On écrit PD pour PD0.
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où Ω
τ≤1

(Ỹi,j) est le complexe défini pour le lemme 4.14.

6.3.5. Cohomologie de Hyodo-Kato. On définit les H i
dR(Y̆S) comme

les groupes de cohomologie du complexe C•
dR(Y̆S) = OC̆ ⊗Acris

C•
dR(ỸS).

Comme θ0 : Acris → OC̆ commute à ϕ, le complexe C•
dR(Y̆S) est muni d’une

action de ϕ et donc les H i
dR(Y̆S) aussi.

On cherche à exprimer les H i
dR(ỸS) en termes des H i

dR(Y̆S). Pour ce faire,
on remplace PD par PDh dans la définition de C•

dR(ỸS), ce qui produit un
complexe pN(S)-isomorphe, si h = N(S).

• Si i ∈ I ou si (i, j) ∈ I2,c, on pose

O(Y̆i) = OC̆ ⊗̂Acris
O(Ỹi), O(Y̆i,j)

PDh = OC̆ ⊗̂Acris
O(Ỹi,j)

PDh

(Il n’y a pas de conflit de notations si i ∈ S.) On dispose de plongements
naturels

ιi : O(Y̆i) → O(Ỹi), ιi,j : O(Y̆i,j)
PDh → O(Ỹi,j)

PDh

• si i ∈ S, ce plongement est l’inclusion naturelle et est donc un mor-
phisme d’anneaux qui commute à ϕ.

• Si (i, j) = (a, s) ∈ I2,c, ce plongement est l’inclusion

O(Y̆a,s)[
(U ′

a,s−1)k

[k/ph]! , k ∈ N]p−∧ ↪→ O(Ỹa,s)[
(U ′

a,s−1)k

[k/ph]! , k ∈ N]p−∧

(on a O(Y̆a,s) = OC̆ [[Ta,s, T
−1
a,s 〉) ; c’est un morphisme d’anneaux qui commute

à ϕ.
• Si i = a ∈ A, on a

O(Y̆a) = OC̆ [[Ta,s1 , Ta,s2 ]]/(Ta,s1Ta,s2), O(Ỹa) = Acris[[Ta,s1 , Ta,s2 ]]/(Ta,s1Ta,s2 − p̃μ(a))

et ιa est l’application OC̆-linéaire qui envoie T k
a,si sur T k

a,si . Ce n’est pas un
morphisme d’anneaux puisque Ta,s1Ta,s2 = 0 dans O(Y̆a) et Ta,s1Ta,s2 = p̃μ(a)

dans O(Ỹa), mais ιa commute à ϕ.

Lemme 6.19. La flèche ι : C
•
dR(Y̆S) → C

•
dR(ỸS), induite par les ιs, ιa, ιa,s,

est un pN(S)-morphisme de complexes qui commute à ϕ.

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 4.14 (et du fait que les
ιs, ιa, ιa,s commutent à ϕ).

On en déduit le résultat suivant.
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Corollaire 6.20. On a des pN(S)-isomorphismes (le premier de chaque ligne
commute à ϕ) :

Acris ⊗̂ OC̆
C

•
dR(Y̆S)

∼= C
•
dR(ỸS) et OC ⊗̂ OC̆

C
•
dR(Y̆S)

∼= C
•
dR(YS),

Acris ⊗OC̆
H1

dR(Y̆S)
sep ∼= H1

dR(ỸS)
sep et OC ⊗OC̆

H1
dR(Y̆S)

sep ∼= H1
dR(YS)

sep.

On définit les groupes de cohomologie de Hyodo-Kato H i
HK(Y ) par :

H i
HK(Y ) := C̆ ⊗OC̆

H i
dR(Y̆S) = C̆ ⊗Acris

H i
dR(ỸS).

(Ces groupes ne dépendent pas de S). Par construction, ce sont des C̆-espaces
et ils sont munis d’une action semi-linéaire de ϕ ; on les munit aussi d’un
opérateur de monodromie N vérifiant Nϕ = pϕN (cf. rem. 6.22 ci-dessous).
Le cor. 6.20 a pour conséquence immédiate l’énoncé suivant dans lequel on a
posé H1

dR(Ỹ ) = Qp ⊗Zp
H1

dR(ỸS) (le résultat ne dépend pas de S).

Théorème 6.21. (i) On a des isomorphismes (le premier commute à ϕ) :

B+
cris⊗C̆H

1
HK(Y )sep ∼= H1

dR(Ỹ )sep et ιHK : C⊗C̆H
1
HK(Y )sep ∼= H1

dR(Y )sep.

(ii) H1
dR(Ỹ )sep est un B+

cris-module libre de rang fini et on a des identifi-
cations

C ⊗B+
cris

H1
dR(Ỹ )sep = H1

dR(Y )sep et C̆ ⊗B+
cris

H1
dR(Ỹ )sep = H1

HK(Y )sep,

la seconde étant ϕ-équivariante.

Remarque 6.22. (o) ιHK est l’isomorphisme de Hyodo-Kato.
(i) En reprenant les arguments des preuves de la prop. 6.8 et du th. 6.14,

on obtient les résultats suivants, si Z = Ỹ , Y̆ , et si ΛZ = Acris ou OC̆ suivant
que Z = Ỹ ou Z = Y̆ : le groupe H1

dR(ZS) a une filtration stable par ϕ dont
les quotients successifs sont, à pN(S) près,

H1
dR(ZS) =

[
H1(Γ,ΛZ)

∏
s∈S H1

dR(Z
♦
s )0 H1

c (Γ,ΛZ)
∗(−1)

]
.

Le (−1) multiplie l’action naturelle de ϕ par p (car ϕ(dTa,s

Ta,s
) = pdTa,s

Ta,s
).

(ii) En utilisant l’isomorphisme C⊗C̆H
1
HK(Y )sep ∼= H1

dR(Y )sep, le th. 6.14
et la prop. 5.20, on prouve que le groupe H1

HK(Y )sep admet une filtration
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naturelle stable par ϕ dont les quotients successifs sont 43 :

H1
HK(Y )sep =

[
H1(Γint, C̆)

( ∏
s∈Σ(Y )int

H1
cris(Y

sp
s )

)
⊕

( ∏
s∈∂Y

H1
cris(Y

sp
s )[1]

)
H1

c (Γ, C̆)∗(−1)
]
.

(iii) L’opérateur Nμ : H1
c (Γ,ΛZ)

∗ → H1(Γ,ΛZ) du no 1.2.4 induit des
opérateurs (de monodromie) vérifiant N ◦N = 0 et Nϕ = pϕN , et compa-
tibles entre eux (par extension des scalaires)

N : H1
dR(Ỹ ) → H1

dR(Ỹ ), N : H1
HK(Y )sep → H1

HK(Y )sep.

6.4. Cohomologie syntomique et cohomologie étale p-adique

6.4.1. Cohomologie syntomique. Si i ∈ I, on note F 1O(Ỹi) le noyau du
morphisme surjectif O(Ỹi) → O(Yi), et si (i, j) ∈ I2,c, on note F 1O(Ỹi,j)

PD

le noyau de O(Ỹi,j)
PD → O(Yi,j).

On note Syn(YS , 1) le complexe total associé au complexe double
∏

i∈I F
1O(Ỹi)

1−ϕ
p

∏
i∈I Ω

1(Ỹi)⊕
∏

(i,j)∈I2,c
F 1O(Ỹi,j)

PD

1−ϕ
p

1−ϕ
p

∏
(i,j)∈I2,c

Ω1(Ỹi,j)
PD
d=0

1−ϕ
p

∏
i∈I O(Ỹi)

∏
i∈I Ω

1(Ỹi)⊕
∏

(i,j)∈I2,c
O(Ỹi,j)

PD ∏
(i,j)∈I2,c

Ω1(Ỹi,j)
PD
d=0

Les H i
syn(YS , 1) sont les groupes de cohomologie du complexe Syn(YS , 1).

6.4.2. Comparaison syntomique-étale. Si u = (un)n ∈ Symbp(Y ), et
si i ∈ I, on choisit des relèvements ũi,n et (un)|Yi

comme précédemment, ce
qui permet d’associer à u un 1-cocycle ((xi, yi)i, (zi,j)i,j) de Syn(YS , 1), en
posant

(xi, yi) = δYi
(u|Yi

) =
(
lim
n→∞

dũi,n

ũi,n
, lim
n→∞

1
p log

ϕ(ũi,n)
ũp
i,n

)
,

zi,j = lim
n→∞

log ũi,n⊗1
1⊗ũj,n

(on a zi,j ∈ F 1O(Ỹi,j) car ui,n et uj,n coïncident sur Yi,j). L’image δp̃(u) de ce
1-cocycle dans H1

syn(YS , 1) ne dépend que de u, ce qui fournit une application

δp̃ : Symbp(Y ) → H1
syn(YS , 1).

43. Rappelons que M [1] désigne la partie de pente 1 d’un C̆-espace M de dimen-
sion finie muni d’une action semi-linéaire de ϕ.



Cohomologie des courbes analytiques p-adiques 609

Remarque 6.23. L’application

δp̃ : Symbp(Y ) → H1
dR(ỸS)

ϕ=p

dépend du choix de r 	→ pr. En effet, si on modifie r 	→ pr, cela change p̃ en
p̃[ε], avec ε = (1, ε1, . . . ) ∈ OC� , et cela change Ta,s2 en [εμ(a)]Ta,s2 sur Ỹa, et
donc aussi za,s2 en za,s2 +Resa(

du
u )μ(a) log[ε].

Théorème 6.24. L’application δp̃ : Symbp(Y ) → H1
syn(YS , 1) définie ci-

dessus est un isomorphisme si p > 2 (si p = 2, c’est presque un isomor-
phisme).

Démonstration. On a un diagramme commutatif dans lequel les suites hori-
zontales sont exactes :

0 H1(Γ,Zp(1))

�

Symbp(Y )
∏
i∈I

Symbp(Yi)

�

∏
(i,j)∈I2,c

Symbp(Yi,j)

�

0 H1(Γ,Zpt) H1
syn(YS , 1)

∏
i∈I

H1
syn(Yi, 1)

∏
(i,j)∈I2,c

H1
syn(Yi,j , 1)

Les isomorphismes verticaux sont établis dans la prop. 5.32 pour les Yi avec
i ∈ S, et dans la prop. 4.11 pour les Yi, avec i ∈ A, et les Yi,j . Le résultat
s’en déduit.

En combinant le résultat précédent avec celui du cor. 5.5, on obtient :

Corollaire 6.25. On a des isomorphismes naturels si p > 2 (si p = 2, la
flèche de droite est un isomorphisme, celle de gauche est presque un isomor-
phisme)

H1
syn(YS , 1)

∼←− Symbp(Y )
∼−→ H1

ét(Y,Zp(1)).

6.4.3. Cohomologie syntomique et complexe de de Rham. On note
HK(YS , 1) le complexe Syn(YS , 1) avec F 1O(Z̃) remplacé par O(Z̃) et O(Z̃)

par O(Z̃)′ = O(Z̃)+ϕ
pO(Z̃), si Z = Yi, Yi,j . Le quotient HK(YS , 1)/Syn(YS , 1)

est p-isomorphe au complexe[∏
i∈I

O(Yi) →
∏

(i,j)∈I2,c

O(Yi,j)
]

qui calcule la cohomologie du faisceau O.
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On note HKi
S les groupes de cohomologie du complexe HK(YS , 1). On a

une suite p2-exacte longue

0 H0
syn(YS , 1) HK0

S O(YS) H1
syn(YS , 1) HK1

S

H1(YS ,O) H2
syn(YS , 1) HK2

S 0

Proposition 6.26. On a une suite p2-exacte

0 → O(YS)/OC → H1
syn(YS , 1) → H1

dR(ỸS)
ϕ=p → H1(YS ,O)

Démonstration. On a HK0
S = H0

dR(ỸS)
ϕ=p = Aϕ=p

cris ; on en déduit que

H0
syn(YS , 1) = (F 1Acris)

ϕ=p = Zpt et HK0
S/H

0
syn(YS , 1)

∼= OC .

Par ailleurs, HK(YS , 1) est le cylindre [ CdR(ỸS)
1−ϕ

p

CdR(ỸS)
′ ], où CdR(ỸS)

′

est obtenu à partir de CdR(ỸS) en remplaçant O(Z̃) par O(Z̃)′ si Z = Yi, Yi,j .
et comme 1− ϕ

p est surjectif de H0(CdR(ỸS)) sur H0(CdR(ỸS)
′), on a HK1

S =

H1
dR(ỸS)

ϕ=p. On en déduit le résultat.

Remarque 6.27. (i) Si Y est propre, alors O(YS) = OC et la suite devient

0 → H1
syn(YS , 1) → H1

dR(ỸS)
ϕ=p → H1(YS ,O) → H2

syn(YS , 1) → · · ·

(ii) Si Y est un affinoïde, alors H1(YS ,O) est tué par une puissance de
p, et la torsion de H1

dR(ỸS)
ϕ=p est d’exposant non borné.

(iii) Un 1-cocycle de Syn(YS , 1) est une collection ((ωi)i, (fi,j)i,j , (gi)i)
satisfaisant un certain nombre de relations dont ωi ⊗ 1 − 1 ⊗ ωj = dfi,j .
Cette relation, modulo F 1, devient ωi − ωj = 0, ce qui fournit une flèche
H1

syn(YS , 1) → Ω1(YS). De même, modulo F 1, le complexe CdR(ỸS) devient
CdR(YS), ce qui fournit une flèche H1

dR(ỸS) → H1
dR(YS) et un diagramme

commutatif à lignes exactes

0 O(YS)/OC H1
syn(YS , 1) H1

dR(ỸS)
ϕ=p H1(YS ,O)

0 O(YS)/OC Ω1(YS) H1
dR(YS) H1(YS ,O) 0
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Remarque 6.28. (i) La flèche O(YS)/OC → H1
syn(YS , 1) admet la description

suivante 44. Si i ∈ I notons simplement Ri,R̃i les anneaux O(Yi), O(Ỹi), et
Ri,j , R̃i,j les anneaux O(Yi,j), O(Ỹi,j), si (i, j) ∈ I2,c. Soit alors g ∈ O(YS).
Si i ∈ I, choisissons un relèvement g̃i de la restriction gi ∈ Ri de g à Yi.
La famille g̃ = ((dg̃i)i, ((1 − ϕ

p )g̃i)i, (g̃i ⊗ 1 − 1 ⊗ g̃j)i,j) est un 1-cocycle du
complexe Syn(YS , 1), dont la classe de cohomologie ne dépend que de g,
puisque, si g̃′ est un autre choix, alors g̃′ − g̃ est le bord de (g̃′i − g̃i)i et
g̃′i − g̃i ∈ F 1R̃i par construction.

(ii) La recette ci-dessus fournit aussi une application naturelle O(Y )∗∗ →
H1

syn(YS , 1). Si u ∈ O(Y )∗∗, on choisit un relèvement ũi ∈ R̃i de la restriction
ui ∈ Ri de u à Ui. Comme vp(ui − 1) > 0, la série définissant log ũi converge
dans R̃i[

1
p ] ; notons g̃i sa somme. On a (1 − ϕ

p )g̃i = 1
p log(

ϕ(ũi)
ũp
i

) ∈ R̃i car
ϕ(ũi)
ũp
i

∈ 1 + pR̃i. On a aussi dg̃i = dũi

ũi
∈ Ω̃1

i , et g̃i ⊗ 1 − 1 ⊗ g̃j = log ũi⊗1
1⊗ũj

∈
F 1R̃i,j puisque ũi⊗1

1⊗ũj
∈ 1 + F 1R̃i,j . La famille

Δ(ũ) := ((dg̃i)i, ((1− ϕ
p )g̃i)i, (g̃i ⊗ 1− 1⊗ g̃j)i,j)

est un 1-cocycle du complexe double Syn(YS , 1), dont la classe de coho-
mologie ne dépend que de u car, si ũ′i est un autre relèvement de u, alors
log ũ′

i

ũi
∈ F 1R̃i puisque ũ′

i

ũi
∈ 1 + F 1R̃i.

L’application ci-dessus se prolonge, par continuité, en une application
naturelle Zp ⊗̂O(Y )∗∗ → H1

syn(YS , 1). Pour le voir, on écrit un élément
u de Zp ⊗̂O(Y )∗∗ sous la forme

∏
n≥0 u

pn

n et on envoie u sur la classe de∑
n≥0 p

nΔ(ũn) avec des notations évidentes. Il faut vérifier que ceci ne dé-
pend pas de l’écriture et du choix des ũn ; cela revient à prouver que, si∏

n≥0 u
pn

n = 1, alors
∑

n≥0 p
nΔ(ũn) est un cobord. Dans ce cas, u0 est une

puissance p-ième dans Zp ⊗̂O(Y )∗∗ et donc aussi dans O(Y )∗∗, et on peut
choisir la racine p-ième v0 telle que v0

∏
n≥1 u

pn−1

n = 1. On choisit un relè-
vement ṽ0 de v0 et alors Δ(ũ0) = pΔ(ṽ0) + dx0 (où d est la différentielle de
Syn(YS , 1), i.e. Δ(ũ0) − pΔ(ṽ0) est un cobord). De même, v0u1 = vp1 avec
v1

∏
n≥2 u

pn−2

n = 1, et Δ(ṽ0ũ1) = pΔ(ṽ1) + dx1, etc. Mais alors

Δ(ũ0) + pΔ(ũ1) + p2Δ(ũ2) + · · · = dx0 + pΔ(ṽ0ũ1) + p2Δ(ũ2) + · · ·
= dx0 + pdx1 + p2Δ(ṽ1ũ2) + p3Δ(ũ3) + · · ·
= dx0 + pdx1 + p2x2 + · · · = d(x0 + px1 + p2x2 + · · · )

44. Elle n’est définie que sur le sous-groupe O ′(YS) des g tels que (1− ϕ
p )g̃i ∈ R̃i,

pour tout i. Le quotient O(YS)/O ′(YS) est tué par p.
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Autrement dit,
∑

n≥0 p
nΔ(ũn) est un cobord, ce que l’on voulait.

(iii) Les deux applications ci-dessus se correspondent via l’exponentielle :
si g ∈ O(YS), alors exp(2pg) ∈ O(Y )∗∗ et le diagramme suivant est commu-
tatif :

O(YS)
g �→exp(2pg)

O(Y )∗∗

H1
syn(YS , 1)

x �→2px
H1

syn(YS , 1)

(iv) La composée de O(Y )∗∗ → H1
syn(YS , 1) → H1

dR(ỸS)
ϕ=p fournit des

classes de torsion : si N ∈ N est tel que pN g̃i ∈ Ri pour tout i, alors pNc est
le bord de (pN g̃i)i∈I , et la classe de f dans HK1

S = H1
dR(ỸS)

ϕ=p est tuée par
pN . On en déduit que l’application composée

Zp ⊗̂O(Y )∗∗ → H1
syn(YS , 1) → (H1

dR(ỸS)
sep)ϕ=p

est identiquement nulle.

6.4.4. Monodromie. Pour remédier au problème soulevé dans la rem. 6.23,
on va étendre les scalaires à Ast = Acris[Log p̃]

PD, où Log p̃ est transcendant
sur Acris, pour faire disparaître la « monodromie autour de p ». On étend
l’action de ϕ en posant ϕ(Log p̃) = pLog p̃ et on note N la dérivation d

dLog p̃ .

On a Nϕ = pϕN et une suite exacte 0 → Acris → Ast
N→ Ast → 0. Notons

que Ast contient log(p̃[ε]) = Log p̃+ log[ε] puisque log[ε] ∈ Acris, et comme
ϕ(log[ε]) = p log[ε], ni Ast, ni ϕ ni N ne dépendent du choix de p̃ (ou, ce qui
revient au même, de r 	→ pr).

Sur Ast ⊗̂Acris
H1

dR(ỸS), on dispose du frobenius ϕ = ϕ ⊗ ϕ et de la
monodromie N = N⊗1+1⊗N , et comme N2 = 0 sur H1

dR(ỸS), l’application

x 	→ ιp̃(x) = 1⊗ x− (Log p̃)⊗Nx

définit un isomorphisme

ιp̃ : H
1
dR(ỸS)

∼→ (Ast ⊗̂Acris
H1

dR(ỸS))
N=0

qui commute à l’action de ϕ (et dépend de p̃).
Soit α : H1

syn(YS , 1) → H1
dR(ỸS)

ϕ=p la surjection naturelle (cf. (ii) de la
rem. 6.27).
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Proposition 6.29. L’application

ιp̃ ◦ α ◦ δp̃ : Symbp(Y ) → (Ast ⊗̂Acris
H1

dR(ỸS))
N=0

et la suite exacte

0 → O(YS)/OC → Symbp(Y ) → (Ast ⊗̂Acris
H1

dR(ỸS))
N=0,ϕ=p → 0

ne dépendent pas de r 	→ pr.

Démonstration. Comme on l’a vu dans la rem. 6.23, changer p̃ en εp̃ change
les za,s2 en za,s2 +Resa(

du
u )μ(a) log[ε]. On en déduit la formule

α ◦ δp̃[ε](u) = α ◦ δp̃(u) +N(α ◦ δp̃(u)) log[ε].

Maintenant

ιp̃[ε](x) = 1⊗ x− (log p̃+ log[ε])⊗Nx = ιp̃(x)− log[ε]⊗Nx.

On en déduit l’identité

ιp̃[ε](α ◦ δp̃[ε](u)) = ιp̃(α ◦ δp̃(u))

qui permet de conclure.

6.4.5. Affinoïdes.

Théorème 6.30. Si Y est un affinoïde, on a une suite p2-exacte 45

0 → Zp ⊗̂O(Y )∗∗ → H1
syn(YS , 1) → (H1

dR(ỸS)
sep)ϕ=p → H1(YS ,O).

Démonstration. Il résulte du (iv) de la rem. 6.28 que l’on a un complexe
Zp ⊗̂O(Y )∗∗ → H1

syn(YS , 1) → (H1
dR(ỸS)

sep)ϕ=p.
• L’exactitude à gauche, i.e. l’injectivité de Zp ⊗̂O(Y )∗∗ → H1

syn(YS , 1),
résulte du théorème de comparaison symboles-syntomique (th. 6.24) et de la
suite exacte de Kummer en cohomologie étale.

• Pour l’exactitude au milieu, partons de c = ((ωi)i, (fi)i, (gi,j)i,j), un 1-
cocycle dans l’adhérence de la torsion. Maintenant, c étant dans l’adhérence
de la torsion, il en est de même de sa restriction à Yi, et il existe ṽi ∈ Zp ⊗̂ R̃∗∗

i

tel que ωi =
dṽi

ṽi
et fi = (1 − ϕ

p ) log ṽi (cf. prop. 5.32 si i ∈ S, et prop. 4.11

45. Rappelons que H1(YS ,O) est tué par pN , pour N assez grand.
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(plus lemme 4.4) si i ∈ Ac ; en fait ṽi ∈ R̃∗∗
i , si i ∈ Ac, car R̃∗∗

i est complet
pour la topologie p-adique).

Alors log ṽi⊗1
1⊗ṽj

= gi,j ∈ F 1R̃i,j . On en déduit, si vi = θ(ṽi), que vi = vj

(resp. v2i = v2j si p = 2) sur Yi,j car log vi = log vj (ce qui implique que
le quotient est une racine de l’unité d’ordre pN ) et log ṽi⊗1

1⊗ṽj
est entier, ce

qui implique que cette racine de l’unité a un relèvement dans Acris dont le
logarithme est entier, et donc est égale à 1 (ou à −1 si p = 2).

Les vi (resp. les v2i ) se recollent donc pour donner naissance à v ∈
Zp ⊗̂O(Y )∗∗. Mais alors c− δp̃(v) est dans l’adhérence de la torsion et dans
H1(Γ,Aϕ=p

cris ). Une petite modification de la preuve du lemme 6.16 permet
alors de prouver que c−δp̃(v) est dans l’image de Zp ⊗̂O(Y )∗∗, ce qui permet
de conclure.

• Comme Zp ⊗̂O(Y )∗∗ se surjecte sur (H1
dR(ỸS)tors)

ϕ=p, et comme cette
flèche se factorise à travers H1

syn(YS , 1) dont l’image dans H1(YS ,O) est nulle,
cela induit, par passage au quotient, la flèche (H1

dR(ỸS)
sep)ϕ=p → H1(YS ,O)

du théorème. L’exactitude en (H1
dR(ỸS)

sep)ϕ=p est alors une conséquence de
ce qui précède et de la prop. 6.26.

Ceci permet de conclure.

Remarque 6.31. Il résulte du (iii) de la rem. 6.27 que la suite exacte du
th. 6.30 se complète en le diagramme commutatif suivant

0 Zp ⊗̂O(Y )∗∗ H1
syn(YS , 1) (H1

dR(ỸS)
sep)ϕ=p 0

0 Zp ⊗̂O(Y )∗∗
dlog

Ω1(YS) H1
dR(YS)

sep 0

dans lequel la ligne du haut est pN(S)-exacte et celle du bas est un complexe
(exact à gauche et à droite mais pas au milieu).

6.4.6. Le théorème de comparaison dans le cas quasi-compact. En
modifiant le diagramme du (iii) de la rem. 6.27 grâce à l’isomorphisme du
(i) du th. 6.21 et à la suite exacte du th. 6.30, on obtient le résultat suivant,
à la surjectivité près de (B+

st ⊗H1
HK(Y )sep)N=0,ϕ=p → H1(Y,O) dans le cas

compact (dans le cas non compact, on a H1(Y,O) = 0 et cette surjectivité
est triviale ; voir le (i) de la rem. 6.33 pour le cas compact).



Cohomologie des courbes analytiques p-adiques 615

Théorème 6.32. Si Y est une courbe quasi-compacte, on a un diagramme
commutatif dont la première ligne est exacte et la seconde est un complexe :

0 Qp ⊗̂O(Y )∗∗ H1
syn(Y, 1) (B+

st ⊗C̆ H1
HK(Y )sep)N=0,ϕ=p H1(Y,O) 0

0 Qp ⊗̂O(Y )∗∗
dlog

Ω1(Y ) H1
dR(Y )sep H1(Y,O) 0

Remarque 6.33. (i) Si Y est propre, alors

Qp ⊗̂O(Y )∗∗ = 0, H1
HK(Y )sep = H1

HK(Y ), dimQp
H1

proét(Y,Qp(1)) < ∞,

et la suite du haut devient

0 → H1
proét(Y,Qp(1)) → (B+

st ⊗C̆ H1
HK(Y ))N=0,ϕ=p → H1(Y,O) → 0.

L’exactitude à droite peut se prouver en utilisant un argument de Dimensions
d’Espaces de Banach : (B+

st ⊗ H1
HK(Y )sep)N=0,ϕ=p et H1(Y,O) sont les C-

points d’Espaces de Banach Xst et XdR de Dimension finie 46 et la flèche
ci-dessus s’étend en un morphisme f : Xst → XdR. Si Y est de genre g,
alors XdR est l’espace trivial Vg, de Dimension (g, 0), tandis que Xst est de
dimension

∑
ri≤1(1− ri, 1), où les ri sont les pentes de ϕ sur H1

HK(Y ) avec
multiplicité ; comme 0 ≤ ri ≤ 1 et ri 	→ 1− ri est une bijection de l’ensemble
des ri car le cup-produit induit un accouplement parfait, commutant à ϕ,
de H1

HK(Y ) × H1
HK(Y ) dans C̆(−1) = H2

HK(Y ), on a Dim(Xst) = (g, 2g).
On conclut en utilisant [17, cor. 5.17 (ii)] ou bien en utilisant le fait que
dimQp

H1
proét(Y,Qp(1)) = 2g et la formule

Dim(Im f) = Dim(Xst)−Dim(Ker f) = (g, 2g)−(0, 2g) = (g, 0) = Dim(XdR).

(ii) si Y n’est pas propre (i.e. Y est un affinoïde), alors H1(Y,O) = 0, et
la suite devient

0 → Qp ⊗̂O(Y )∗∗ → H1
proét(Y,Qp(1)) → (B+

st ⊗C̆ H1
HK(Y )sep)N=0,ϕ=p → 0.

En particulier, H1
proét(Y,Qp(1)) n’est pas de dimension finie sur Qp puisqu’il

contient Qp ⊗ (O(Y )∗∗/1 + mC) qui est un C-espace de dimension infinie
(isomorphe à O(Y )/C par le logarithme).

46. L’espace Xst est le foncteur Λ 	→ (B+
st(Λ)⊗C̆ H1

HK(Y ))N=0,ϕ=p, l’espace XdR

est le foncteur Λ 	→ Λ ⊗C H1(Y,O) et f = (fΛ)Λ, avec fΛ = θΛ ⊗ ι′HK, où θΛ :
B
+
st(Λ) → Λ est l’application habituelle, et ι′HK est l’application de Hyodo-Kato

composée avec la surjection H1
dR(Y ) → H1(Y,O).
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7. Affinoïdes surconvergents

Dans ce chapitre, on regarde ce qui se passe quand on transforme un affi-
noïde en courbe sans bord en le rendant surconvergent : il est bien connu que
cela simplifie nettement la structure de la cohomologie de de Rham, et la co-
homologie proétale p-adique prend aussi une forme plus sympathique (th. 7.6,
la cohomologie proétale �-adique, pour � �= p, quant à elle ne change pas). On
donne aussi deux interprétations du groupe (B+

st ⊗C̆ H1
HK(X))N=0,ϕ=p, pour

X courbe propre, en termes du revêtement universel du groupe p-divisible
de la jacobienne de X, l’une (th. 7.9) via la description de la cohomologie
proétale p-adique, l’autre (th. 7.12) via l’intégration p-adique.

7.1. Cohomologie d’un affinoïde surconvergent

7.1.1. Structure surconvergente sur un affinoïde. Soit Y un affi-
noïde lisse de dimension 1 sur C. On fixe une structure surconvergente Y †

sur Y : on plonge Y dans l’intérieur d’une courbe quasi-compacte X (par
exemple en recollant des boules ouvertes le long des cercles fantômes à la
frontière de Y pour obtenir (cf. prop. 3.15) une courbe propre). On choisit
une triangulation SX de X contenant une triangulation SY de Y , et donc
on a une inclusion de squelettes Γ(SY ) ⊂ Γ(SX). Si δ > 0 est assez petit,
alors {r ∈ Γ(SX), d(r,Γ(SY )) ≤ δ} est le squelette d’une triangulation d’un
sous-affinoïde Yδ de X, et Yδ est contenu dans l’intérieur de Yδ′ si δ < δ′ ; de
plus ∩δ>0Yδ = Y . Alors Y † est la « limite projective » des Yδ, pour δ > 0,
i.e.

O(Y †) = lim−→δ>0
O(Yδ)

et les Yδ, pour δ > 0, forment une présentation de Y . Le sous-anneau O(Y †)
de O(Y ) (des fonctions surconvergentes sur Y ) dépend du choix de X (ou,
ce qui revient au même, de la présentation par les Yδ), mais deux présen-
tations différentes donnent des O(Y †) isomorphes (non canoniquement). En
pratique, Y est souvent un sous-affinoïde d’un X comme ci-dessus et on dis-
pose alors d’une présentation naturelle, mais dans le cas contraire tous les
objets considérés dépendent du choix d’une présentation.

Si δ est assez petit, alors Yδ KY est contitué de couronnes, une par cercle
fantôme à la frontière de Y , ouvertes du côté de Y et fermées de l’autre côté :
si X est obtenu en recollant des boules ouvertes D−

i , on peut identifier D−
i

à la boule unité modulo le choix d’un paramètre local zi, et alors Yδ K Y est
la réunion des couronnes {zi ∈ D−

i , 0 < vp(zi) ≤ δ}.
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7.1.2. Cohomologie de de Rham. On définit les H i
dR(Y

†) comme les
groupes de cohomologie du complexe O(Y †) → Ω1(Y †). On a

H0
dR(Y

†) = C et H1
dR(Y

†) = lim−→δ>0
H1

dR(Yδ).

Proposition 7.1. L’application naturelle H1
dR(Y

†) → H1
dR(Y )sep est sur-

jective.

Démonstration. Fixons δ > 0. Si ω ∈ Ω1(Y ), on peut écrire ω comme la
limite d’une suite (ωn)n≥0, avec ωn ∈ Ω1(Yδ), la suite convergeant dans
Ω1(Y ) mais, en général, pas dans Ω1(Yδ).

Soit W = H1
dR(Y )sep, et soit pr : Ω1(Y ) → W la projection naturelle.

Alors W est de dimension finie ; choisissons en une base e1, . . . , ed, et mu-
nissons W de la valuation vW (x1e1 + · · · + xded) = infi vp(xi). Choisissons
ωi ∈ Ω1(Y ) ayant pour image ei, et écrivons ωi comme la limite d’une suite
(ωi,n)n≥0 comme ci-dessus. Alors pr(ωi,n) tend vers ei, et il existe ni tel que
fi = pr(ωi,ni

) vérifie vW (ei − fi) > 0. Les fi forment donc une base de W ,
qui est incluse dans l’image de la flèche H1

dR(Y
†) → H1

dR(Y )sep.
Ceci permet de conclure.

Si β > α > 0, on choisit une triangulation de Yβ adaptée à Yα et Y (on
peut supposer, ce que nous ferons, que Sβ K Sα = ∂Yβ). Cela nous fournit
des modèles sur OC , semi-stables, YS ⊂ YSα

⊂ YSβ
de Y ⊂ Yα ⊂ Yβ . On

note Γ ⊂ Γα ⊂ Γβ les graphes correspondants : ces graphes ont la même
cohomologie car on passe de l’un à l’autre en changeant juste les longueurs
des arêtes issues des points de ∂adY (et en rajoutant des points sur ces
arêtes).

Lemme 7.2. L’application naturelle H1
dR(Yβ) → H1

dR(Yα) se factorise à
travers H1

dR(Yβ)
sep.

Démonstration. Si δ = α, β, notons H1
dR(Yδ)0 le noyau de l’application

ω 	→ Res(ω), i.e. Ker[H1
dR(Yδ) → H1

c (Γδ, C)∗]. Comme H1
c (Γ, C)∗, qui est

isomorphe à H1
dR(Yδ)/H

1
dR(Yδ)0, est un quotient de H1

dR(Yδ)
sep, il suffit de

prouver l’énoncé pour H1
dR(Yβ)0 → H1

dR(Yα)0.
La prop. 6.8 nous donne (après avoir inversé p) un diagramme commu-

tatif, dont les lignes sont pN -exactes (avec N dépendant de α et β)

0 H1(Γβ, C) H1
dR(Yβ)0

∏
s∈Sβ

H1
dR(Y

♦
β,s)0 0

0 H1(Γα, C) H1
dR(Yα)0

∏
s∈Sα

H1
dR(Y

♦
α,s)0 0
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La flèche de droite est le produit sur s ∈ Sβ des flèches naturelles :
• si s ∈ Sα K ∂Yα, alors Y ♦

β,s = Y ♦
α,s et la flèche correspondante est

l’identité,
• si s ∈ ∂Yα, alors Y ♦

β,s est une compactification de Y ♦
α,s obtenue en

recollant des boules ouvertes le long des cercles fantômes appartenant à Ys
à la frontière de Yα et la flèche est l’injection naturelle,

• si s ∈ ∂Yβ, la flèche correspondante est identiquement nulle.
On conclut en utilisant le th. 6.14, qui fournit une suite exacte

0 → H1(Γβ,int, C) → H1
dR(Yβ)

sep
0 →

∏
s∈Sβ

H1
dR(Y

♦
β,s)

sep
0 → 0,

le fait que Γδ,int et Γδ ont même cohomologie, si δ = α, β, et les égalités
H1

dR(Y
♦
β,s)

sep
0 = H1

dR(Y
♦
β,s)0 = H1

dR(Y
♦
β,s), si s ∈ SβK∂Sβ (car Y ♦

β,s est propre),
et H1

dR(Y
♦
β,s)

sep
0 = 0 si s ∈ ∂Sβ (car Yβ,s est un disque).

Corollaire 7.3. (i) Si δ > 0, l’application naturelle H1
dR(Yδ) → H1

dR(Y
†)

induit un isomorphisme H1
dR(Yδ)

sep ∼→ H1
dR(Y

†).
(ii) Le groupe H1

dR(Y
†) est de rang fini et admet une filtration naturelle

dont les quotients successifs sont :

H1
dR(Y

†) =
[
H1(Γ, C)

∏
s∈Σ(Y )H

1
dR(Y

♦
s ) H1

c (Γ, C)∗
]
.

Démonstration. D’après le lemme 7.2, on a H1
dR(Y

†) = lim−→δ>0
H1

dR(Yδ)
sep.

Or on déduit du th. 6.14 que H1
dR(Yβ)

sep → H1
dR(Yα)

sep est un isomorphisme
si β > α (la surjectivité est immédiate sur la description du théorème, et
l’injectivité résulte de ce que H1

dR(Y
♦
s )sep0 = 0 si s ∈ ∂Yδ car s est un cercle

et Y ♦
s est un disque).
Cela prouve le (i), et le (ii) s’en déduit en utilisant de nouveau le th. 6.14,

le fait que Γδ,int et Γδ ont même cohomologie si δ > 0, et le fait que
H1

dR(P
1) = 0 pour passer de S à Σ(Y ).

7.1.3. Cohomologie de Hyodo-Kato. Si β > α, on a un morphisme de
complexes C•

dR(Ỹβ) → C•
dR(Ỹα) (comme ci-dessus, ce morphisme est l’iden-

tité sur toutes les composantes Ya, Ys, Ya,s, pour a ∈ Aα et s ∈ Sα, et est
l’application nulle sur les autres).

On en déduit une application naturelle H1
HK(Yβ) → H1

HK(Yα) commutant
à ϕ et N et qui se factorise à travers H1

HK(Yβ)
sep, et on définit H1

HK(Y
†) par

H1
HK(Y

†) := lim−→δ>0
H1

HK(Yδ) = lim−→δ>0
H1

HK(Yδ)
sep.
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Les isomorphismes C ⊗C̆ H1
HK(Yδ)

sep ∼= H1
dR(Yδ)

sep ∼= H1
dR(Y

†) montrent
que l’application naturelle H1

HK(Yδ)
sep → H1

HK(Y
†) est un isomorphisme

pour tout δ > 0. En reprenant les arguments de la preuve du cor. 7.3, on
déduit de la rem. 6.22 le résultat suivant :

Proposition 7.4. Le groupe H1
HK(Y

†) est de rang fini sur C̆ et admet une
filtration naturelle dont les quotients successifs sont :

H1
HK(Y

†) =
[
H1(Γ, C̆)

∏
s∈Σ(Y )H

1
cris(Y

sp
s ) H1

c (Γ, C̆)∗ (−1)
]
.

Remarque 7.5. En passant à la limite dans le (i) du th. 6.21, on en déduit un
isomorphisme

ιHK : C ⊗C̆ H1
HK(Y

†) ∼= H1
dR(Y

†).

7.1.4. Cohomologie proétale p-adique. On définit H1
proét(Y

†,Qp(1))
par :

H1
proét(Y

†,Qp(1)) := lim−→δ>0
H1

proét(Yδ,Qp(1)).

(Notons que H1
proét(Yδ,Qp(1)) = H1

ét(Yδ,Qp(1)) car Yδ est quasi-compact.)
En passant à la limite quand δ → 0 dans le diagramme du th. 6.32,

et en utilisant l’isomorphisme H1
syn(Yδ, 1)

∼= H1
ét(Yδ,Qp(1)) du cor. 6.25, on

obtient le résultat suivant.

Théorème 7.6. Si Y † est un affinoïde surconvergent, on a le diagramme
commutatif fonctoriel d’espaces vectoriels topologiques suivant :

0 O(Y †)/C
exp

H1
proét(Y

†,Qp(1)) (B+
st ⊗C̆ H1

HK(Y
†))N=0,ϕ=p

θ⊗ιHK

0

0 O(Y †)/C d
Ω1(Y †)

πdR
H1

dR(Y
†) 0

dans lequel les lignes sont exactes et toutes les flèches sont d’image fermée.

Démonstration. Comme Qp ⊗̂C∗ = 0, on peut supposer que toutes les fonc-
tions qui interviennent prennent la valeur 1 en Q, où Q ∈ Y est fixé. Sous
cette hypothèse, si 0 < δ′ < δ, et si g ∈ O(Yδ)

∗∗, alors g ∈ 1 + pδ−δ′O(Yδ′)
d’après la prop. 2.9 (car g − 1 s’annule sur Yδ, en Q). Il en résulte que, si
(fn)n∈N est une suite d’éléments de O(Yδ)

∗∗, alors
∏

n∈N fpn

n converge dans
O(Yδ′)

∗. On en déduit que

lim−→Qp⊗̂(O(Yδ)
∗∗/C∗) = Qp ⊗ (O(Y †)∗∗/C∗),
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ce qui fournit le diagramme ci-dessus avec Qp ⊗ (O(Y †)∗∗/C∗) au lieu de
O(Y †)/C. On conclut en utilisant le fait que log f converge dans O(Y †) si
f ∈ O(Y †)∗∗, et que log induit un isomorphisme

Qp ⊗ (O(Y †)∗∗/C∗) ∼= O(Y †)/C.

Les flèches horizontales sont d’image fermée car H1
dR(Y

†) est séparé, et donc
H1

HK(Y
†) aussi. La flèche verticale de droite est d’image fermée car c’est la

trace sur les C-points d’un morphisme d’Espaces de Banach de Dimension
finie [13] (on peut aussi utiliser [35, Lemma 3.3] au lieu de la théorie des
Espaces de Banach de Dimension finie). Cela implique que la flèche verticale
du milieu est d’image fermée (le conoyau s’injecte dans un espace séparé).

Remarque 7.7. Si � �= p, il résulte du th. 6.3 que l’application naturelle
H1

proét(Yδ,Q�(1)) → H1
proét(Y,Q�(1)) est un isomorphisme pour tout δ > 0.

Il s’ensuit que l’on a un isomorphisme

H1
proét(Y

†,Q�(1))
∼−→ H1

proét(Y,Q�(1)),

et donc que rendre un affinoïde surconvergent ne change pas sa cohomologie
proétale �-adique, si � �= p ; c’est très loin d’être le cas si � = p comme le
montre une comparaison des th. 7.6 et 6.32 (ou plutôt du (ii) de la rem. 6.33).

7.1.5. Le revêtement universel du groupe p-divisible de la jaco-
bienne. Soit X une courbe propre définie sur un sous-corps complet K
de C ; notons J sa jacobienne ; alors J(C) est naturellement un groupe de
Lie sur C. On note Ĵ l’ensemble des suites x = (xn)n∈Z d’éléments de J(C)
telles que xn = p · xn+1, pour tout n ∈ Z, et xn → 0 quand n → −∞. Alors
Ĵ est un Qp-espace vectoriel muni d’une action continue de GK et contenant
Vp(J) = Qp ⊗Zp

Tp(J) (qui n’est autre que le sous-Qp-espace vectoriel des
x = (xn)n∈Z, avec xn = 0 si n � 0). L’application logarithme

logJ : J(C) → C ⊗K Lie(J)

induit une application

logJ : Ĵ → C ⊗K Lie(J)

(envoyant (xn) to pn logJ xn, pour n’importe quel choix de n), et donne
naissance à la suite exacte

0 → Vp(J) → Ĵ → C ⊗K Lie(J) → 0
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de GK-modules.
Remarque 7.8. Supposons que X est obtenu en compactifiant un affinoïde
Y par recollement de boules ouvertes D−

i le long des cercles fantômes à la
frontière de Y . Notons ι : X → J l’injection envoyant P ∈ X sur la classe
de P − P0, où P0 est fixé. Si δ > 0, soient Yδ = Y K

(
∪i D(Pi, δ)

−) et Hδ le
sous-groupe de J engendré par les ι(D(Pi, δ)

−). On a une suite exacte

0 → Qp⊗̂(O(Yδ)
∗∗/C∗) → H1

ét(Yδ,Qp(1))0 → Vp(J/Hδ) → 0,

pour tout δ > 0. Maintenant, les boules fermées D(Pi, δ) se plongent dans X,
ce qui implique que l’image de Hδ par logJ est un sous-groupe ouvert borné
de C⊗K Lie(J) et que le sous-groupe de torsion de Hδ est fini ; on en déduit
que Tp(J/Hδ) est un réseau de Ĵ et donc que Vp(J/Hδ) = Ĵ , pour tout δ > 0,
et donc lim−→δ

Vp(J/Hδ) = Ĵ .
En passant à la limite dans la suite ci-dessus, on en déduit une suite

exacte fonctorielle

C O(Y †)
exp

H1
ét(Y

†,Qp(1))0 Ĵ 0.

En comparant les suites exactes de la rem. 7.8 et du th. 7.6, on en déduit
le résultat suivant qui admet une interprétation en termes d’intégration p-
adique comme nous le verrons au no 7.2.1 (cf. th. 7.12).

Théorème 7.9. On a un isomorphisme naturel

ιst : Ĵ ∼= (B+
st ⊗C̆ H1

HK(X))N=0,ϕ=p.

Remarque 7.10. (i) Si, au lieu de J , on considère un groupe p-divisible G

sur OC , et qu’on définit le revêtement universel Ĝ de manière analogue,
alors on a un isomorphisme naturel ([22, ch. 4] ou [44, § 5.1])

Ĝ ∼= (B+
cris ⊗C̆ D(G ))ϕ=p,

où D(G ) est le module de Dieudonné (covariant) de G . On pourrait en dé-
duire le th. 7.9 dans le cas où X a bonne réduction.

(ii) Le groupe H1
HK(X) est contravariant en X, mais il est aussi isomorphe

à H1
HK(X)∗(−1), et c’est sous cette forme qu’il apparaît dans le th. 7.12 qui

est la généralisation naturelle de l’énoncé pour les groupes p-divisibles.
Remarque 7.11. Soient X propre et Y un affinoïde munis d’une triangulation
S assez fine, et donc d’un patron. La filtration sur H1

HK(X) ou H1
HK(Y )sep
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induit une filtration sur Ĵ . On note H1
HK(X)0 et H1

HK(Y )sep0 les noyaux des
flèches vers H1

c (Γ, C̆)∗(−1) ; l’opérateur N est identiquement nul sur ces
sous-groupes (ce qui explique que l’on peut utiliser Bcris au lieu de Bst dans
les énoncés ci-dessous).

(i) Si X est propre, notons J le modèle de Néron de J , J 0 la compo-
sante connexe de 0, et J sp la fibre spéciale de J 0 (c’est une variété semi-
abélienne, extension de

∏
s∈S J(Y sp

s ) par H1(Γ,Z) ⊗ Gm, qui s’identifie à
Pic(Xsp

S )). Le groupe Ĵ vit dans une suite exacte

0 → Vp(J
0(OC/p)) → Ĵ → Vp(π0(J )) → 0,

où π0(J ) est le groupe des composantes connexes (ce dernier est isomorphe
à (Q/Z)⊗H1(Γ,Z)∗). On a de plus des isomorphismes

Vp(J
sp(OC/p)) ∼= Vp(J

0(OC/p)) ∼= (B+
cris ⊗C̆ H1

HK(X)0)
ϕ=p,

Vp(π0(J )) ∼= H1(Γ,Qp)
∗ = (B+

cris ⊗C̆ H1(Γ, C̆)∗(−1))ϕ=p

(ii) Si Y est un affinoïde, reprenons les notations du (ii) de la rem. 6.22
décrivant le groupe H1

HK(Y )sep. Rappelons que Y sp
S est, par définition, la

compactifiée de la fibre spéciale classique de YS ; cela fait que H1
HK(Y )sep0

est un quotient de H1
cris(Y

sp
S )0, sous-groupe du groupe de cohomologie log-

cristalline des éléments dont les résidus sont nuls en tous les points avec
une structure logarithmique. On note Y sp

S,int la réunion des Ys, pour s ∈ Sint.
Soient J sp = Pic(Y sp

S ) et J sp
int = Pic(Y sp

S,int). Alors J sp et J sp
int sont des variétés

semi-abéliennes, et on dispose d’une flèche naturelle J sp → J sp
int ; on note J sp

ext

le noyau de ce morphisme. On a, comme ci-dessus, un isomorphisme

(B+
cris ⊗C̆ H1

cris(Y
sp
S )0)

ϕ=p ∼= Vp(J
sp(OC/p))

et un diagramme commutatif à lignes horizontales exactes :

0 Vp(J
sp
ext(OC/p)) (B+

cris ⊗C̆ H1
cris(Y

sp
S )0)

ϕ=p Vp(J
sp
int(OC/p)) 0

0 Vp(J
sp
ext(kC)) (B+

cris ⊗C̆ H1
HK(Y )sep0 )ϕ=p Vp(J

sp
int(OC/p)) 0

7.2. Comparaison avec l’intégration p-adique

Dans ce paragraphe, C = Cp et K est une extension finie 47 de Qp, X
est une courbe propre et lisse définie sur K et J est sa jacobienne. On fixe

47. Cette restriction est due au fait que l’intégration p-adique [6, 12] est dévelop-
pée dans ce cadre. Mais les méthodes de [12] permettent d’étendre cette intégration



Cohomologie des courbes analytiques p-adiques 623

P0 ∈ X(C) et on note ι : X → J le plongement envoyant P sur la classe du
diviseur P − P0.

7.2.1. L’accouplement de périodes. L’intégration p-adique induit des
accouplements de périodes, GK-équivariants :

〈 , 〉BdR
: H1

dR(X)⊗Qp
Ĵ → B+

dR, 〈 , 〉Cp
: H1

dR(X)⊗Qp
Ĵ → Cp,

et on a 〈 , 〉Cp
= θ ◦ 〈 , 〉BdR

.
Passer par l’extension universelle J̃ de J permet d’en donner une défini-

tion particulièrement compacte (cf. [12, prop.B.2.2]). On dispose d’applica-
tions naturelles GK-équivariantes (Lemme 12 ou §B.2 de [12]) :

ιCp
: Ĵ → J̃(Cp), ιBdR

: Ĵ → J̃(B+
dR)

définies de la manière suivante : si x = (xn)n∈Z ∈ Ĵ , on choisit une suite
bornée (x̂n)n∈Z de relèvements des xn dans J̃(Cp) (resp. J̃(B+

dR)), et on
envoie x sur la limite de pn · x̂n, quand n → +∞, la multiplication par pn

étant celle sur J̃ . On a, bien évidemment,

ιCp
= θ ◦ ιBdR

.

Maintenant, si

log
˜J : J̃ → H1

dR(J)
∗ = H1

dR(X)∗

est le logarithme de J̃ à valeurs dans son algèbre de Lie, et si η ∈ H1
dR(X)

et x ∈ Ĵ , alors

〈η, x〉BdR
= 〈log

˜J ◦ιBdR
(x), η〉dR et 〈η, x〉Cp

= 〈log
˜J ◦ιCp

(x), η〉dR.

De plus, log
˜J ◦ιBdR

: Ĵ → B+
dR ⊗K H1

dR(X)∗ est injective (c’est une consé-
quence de la non dégénérescence de l’accouplement de périodes, cf. [12,
th. II.3.5] par exemple).

Notons que B+
st ⊗C̆p

H1
HK(XCp

)∗ s’injecte dans B+
dR ⊗K H1

dR(X)∗.

sur une variété abélienne A, dans le cas général, au sous-groupe de A(C) des x tels
que N !x tend vers 0 quand N → ∞ (si C = Cp, tout x vérifie cette condition).
Cela suffirait pour étendre ce qui suit au cas où vp est discrète sur K et C est le
complété de sa clôture algébrique.
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Théorème 7.12. (i) L’application log
˜J ◦ιBdR

: Ĵ → B+
dR ⊗K H1

dR(X)∗ se
factorise à travers (B+

st ⊗C̆p
H1

HK(X)∗)N=0,ϕ=1.
(ii) Si on identifie H1

dR(X)∗ à H1
dR(X) grâce au cup-produit à valeurs

dans H2
dR(X) = K, alors

(B+
st⊗C̆p

H1
HK(X)∗)N=0,ϕ=1 = (B+

st⊗C̆p
H1

HK(X))N=0,ϕ=p, log
˜J ◦ιBdR

= ιst.

Remarque 7.13. L’inclusion de log
˜J ◦ιBdR

(Ĵ) dans (B+
st⊗C̆p

H1
HK(X)∗)N=0,ϕ=1

traduit le fait que la restriction de l’accouplement de périodes 〈 , 〉BdR
à

H1
HK(X) est à valeurs dans B+

st et commute aux actions de ϕ et N sur
H1

HK(X) en plus de celle de GK sur Ĵ (cf. [11, 10] pour des résultats dans
cette direction).

Démonstration. Soit Y un affinoïde de X, complémentaire d’un nombre fini
de boules ouvertes. On a un diagramme (le 0 en indice indique le sous-groupe
des classes sans résidus le long des cercles fantômes à la frontière des boules
enlevées) :

H1
proét(Y

†
Cp

,Qp(1))0 Ĵ
log

˜J
◦ιBdR

B+
dR ⊗K H1

dR(X)∗

(B+
st ⊗C̆p

H1
HK(Y

†
Cp

)0)
N=0,ϕ=p

1⊗ιHK
B+

dR ⊗K H1
dR(Y

†)0 B+
dR ⊗K H1

dR(X)
∼

dans lequel les deux flèches partant de H1
proét(Y

†
Cp

,Qp(1))0 proviennent de la
suite de Kummer (pour l’horizontale) et de la comparaison avec la cohomo-
logie syntomique (pour la verticale), et ont même noyau. Il s’agit de prouver
que le diagramme commute.

Il suffit donc de prouver que, si v ∈ Ĵ , et si (fn)n∈N est un relèvement
de v dans Symbp(Yδ), alors log

˜J(ιBdR
(v)) =

(
πdR(

df̃n
f̃n

)
)
n∈N). On va prouver

cet énoncé après application de θ (i.e. en remplaçant ιdR par ιCp
, ce qui

évite de choisir des f̃n), et indiquer les modifications à faire pour prouver le
résultat pour ιdR. Pour prouver l’énoncé avec ιCp

, on va utiliser une fonction
de Green du diviseur Θ pour construire un relèvement de v dans Symbp(Yδ),
avec δ > 0 fixé.

7.2.2. Formes différentielles de troisième espèce. Rappelons qu’une
forme différentielle méromorphe sur X est dite :

• de première espèce si elle est holomorphe,
• de seconde espèce si les résidus en ses pôles sont tous nuls,
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• de troisième espèce si elle n’a que des pôles simples et si les résidus en
ces pôles sont des entiers.

Si ω est de troisième espèce, on note Div(ω) =
∑

xResxω · (x) son di-
viseur ; il est de degré 0. Si ω = df

f , alors Div(ω) = Div(f). Alors J̃ est le
quotient du groupe des formes de troisième espèce par celui des df

f ; l’applica-
tion naturelle πJ : J̃ → J est induite par ω 	→ Div(ω), son noyau est l’espace
H0(X,Ω1) des formes de première espèce. Enfin, le quotient de l’espace des
formes de seconde espèce par celui des df est H1

dR(X).

Choisissons une base ω1, . . . , ωg de Ω1
inv(J), et notons ∂1, . . . , ∂g la base

duale de l’espace des formes différentielles invariantes par translation sur J
(on a donc df =

∑g
i=1 ∂if ωi), et λi le logarithme de J solution de l’équation

différentielle dλi = ωi.
L’image de Xg−1 par (Q1, . . . , Qg−1) 	→ �ι(Q1) � · · · � ι(Qg−1) est un

diviseur (le diviseur thêta) Θ de J . Si u ∈ J est général, l’intersection Xu

de ι(X) et 48 u ⊕ Θ est constituée des g points Qu,1, . . . , Qu,g solutions de
l’équation ι(Qu,1)⊕ · · · ⊕ ι(Qu,g) = u.

Soit G une fonction de Green de Θ (cf. no 2 de [12, § II.2]). Si u est
général,

ηu,i = ι∗
(
d(∂iG(x� u))

)
est une forme différentielle de seconde espèce sur X, holomorphe en dehors
de pôles doubles en les points de Xu, dont l’image ηi dans H1

dR(X) ne dépend
pas de u. De plus, ι∗ω1, . . . , ι

∗ωg, η1, . . . , ηg forment une base de H1
dR(X), ce

qui nous fournit un scindage de la filtration de Hodge (cf. [12, prop. II.2.4]).
Si u est général, soit

βu = ι∗(dG(x� u)).

Si u et v sont généraux, βu−βv est une forme différentielle de troisième espèce
dont le diviseur Div(βu − βv) est Xu −Xv. De plus, les βu − βv engendrent
un supplémentaire de H0(X,Ω1) dans l’espace des formes différentielles de
troisième espèce [12, prop. II.2.9]. Toute forme β de troisième espèce peut
donc s’écrire sous la forme β = β0 +

∑
u nuβu, où β0 ∈ H0(X,Ω1) est

uniquement déterminée,
∑

u nn = 0, et les u sont des points généraux de J
tels que Div(β) =

∑
nuXu. On a alors (cf. [12, th. II.2.11]) :

log
˜J(β) = β0 +

∑
u

nu

g∑
i=1

λi(u)ηi = β0 +

g∑
i=1

λi(Div(β))ηi.

48. On note ⊕ l’addition sur J .
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Remarquons que G n’est unique qu’à addition près d’un polynôme de degré ≤
2 en les λi. Il s’ensuit que, si β est donnée, on peut choisir G de telle sorte
que β0 = 0.

7.2.3. Fin de la preuve du th. 7.12. Soit donc v = (vn)n∈Z ∈ Ĵ . Le
groupe Ĵ est un Qp-espace vectoriel ; on pose ṽn = ιCp

(p−nv), si n ∈ Z.
Alors (ṽn)n∈N est une suite bornée de points de J̃ , et on a πJ(ṽn) = vn pour
tout n.

Soit u ∈ J général, tel que Xu ⊂ ∪iD(Pi, 1)
−, et tel que u⊕vn soit général

pour tout n. Comme vn → 0 quand n → −∞, on a Xu⊕v−n
⊂ ∪iD(Pi, 1)

−,
si n ≥ n0. Dans la suite, on suppose que l’on peut prendre n0 = 0, et que
λi(v0) est suffisamment petit pour que le reste du développement de Taylor
de G en x� u

G(x� u� pn · v0)−G(x� u) +

g∑
i=1

∂iG(x� u)λi(vn)

soit divisible par p2n+2 sur Yδ, pour tout n ∈ N (c’est possible en remplaçant
v par pNv, ce qui ne fait que tout multiplier par pN , grâce à [12, Lemme II.2.6]
et au fait que λi(vn) = pnλi(v0).)

On note βn la forme de troisième espèce, de diviseur Xu⊕vn
−Xu, dont

l’image dans J̃ est ṽn. On a alors

βn = βu⊕vn
− βu + β0

n, avec β0
n ∈ H0(X,Ω1),

et donc

log
˜J(ιCp

(v)) = pn log
˜J(βn) = pn

(
β0
n +

g∑
i=1

λi(vn)ηi
)
, pour tout n ∈ Z.

Comme pnλi(vn) ne dépend pas de n, il en est de même de pnβ0
n et, quitte

à modifier G par un polynôme de degré ≤ 2 en les λi, on peut supposer que
β0
n = 0 pour tout n.

Si n ≥ 0, le diviseur p2nXu⊕vn
− Xu⊕v−n

− (p2n − 1)Xu est principal,
puisque p2n · (u⊕ vn)� (u⊕ v−n)� (p2n − 1) · u = 0. C’est donc le diviseur
d’une fonction Fn, rationnelle sur X.

Lemme 7.14. (i) Il existe fn ∈ O(Yδ)− {0} telle que fpn

n = Fn.
(ii) fn ∈ Ap,n(Yδ), et (fn)n∈N définit un élément de H1

ét(Yδ,Zp(1)) dont
l’image dans Ĵ est v.
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Démonstration. On a

p2nXu⊕vn
−Xu⊕v−n

−(p2n−1)Xu

= pn(pnXu⊕vn
−Xu⊕v0

−(pn−1)Xu) + (pnXu⊕v0
−Xu⊕v−n

−(pn−1)Xu)

Comme pnXu⊕vn
−Xu⊕v0

−(pn−1)Xu est principal, pour prouver le (i), il suf-
fit de prouver que la fonction F ′

n, de diviseur pnXu⊕v0
−Xu⊕v−n

−(pn−1)Xu,
est une puissance pn-ième sur Yδ. Or on a

logF ′
n = pn

(
G(x� u� v0)−G(x� u)

)
−
(
G(x� u� pn · v0)−G(x� u)

)
,

et notre hypothèse sur le développement de Taylor de G en x � u implique
que logF ′

n est divisible par pn+1, ce qui permet de démontrer le (i). De plus,
le diviseur de fn sur Yδ est pnXu⊕vn

, ce qui prouve que fn ∈ Ap,n(Yδ).
Le diviseur de Fn+1/F

p
n est

p2n+1
(
pXu⊕vn+1

−Xu⊕p·vn+1
−(p−1)Xu

)
−(Xu⊕pn+1v0

−Xu)+p(Xu⊕pn·v0
−Xu).

(On a utilisé les formules p · vn+1 = vn, v−n−1 = pn+1 · v0 et v−n = pn · v0.)
Maintenant, pXu⊕vn+1

−Xu⊕p·vn+1
−(p−1)Xu est principal et

G(x� (u⊕ pn+1v0))−G(x� u)− p
(
G(x� (u⊕ pnv0))−G(x� u)

)
est divisible par p2n+3 sur Yδ pour les mêmes raisons que ci-dessus. On
en déduit que Fn+1/F

p
n est une puissance p2n+1-ième sur Yδ, et donc que

fn+1/fn est une puissance pn-ième. Il s’ensuit que (fn)n∈N définit un élément
de H1

ét(Yδ,Zp(1)).
Enfin, p−nDiv(fn) = Xu⊕vn

a pour image u ⊕ vn dans Pic(Yδ), mais
comme u est dans le sous-groupe H de J tel que Pic(Yδ) = J/H, cette image
est aussi vn, ce qui permet de conclure.

Revenons à la démonstration du théorème. On a dfn
fn

= pnβn − p−nβ−n,
et comme

p−nβ−n = p−n
(
ι∗dG(x�u�pn·v0)−ι∗dG(x�u)

)
= −

g∑
i=1

λi(v0)ηu,i mod pn,

on voit que dfn
fn

tend vers
∑g

i=1 λi(v0)ηu,i, et donc :

dlog((fn)n∈N) =

g∑
i=1

λi(v0)ηu,i
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πdR ◦ dlog((fn)n∈N) =

g∑
i=1

λi(v0)ηi = log
˜J(ιCp

(v))

On en déduit la commutativité du diagramme dans le cas de ιCp
.

Pour traiter le cas de ιBdR
, on pose ṽn,dR = ιBdR

(p−nv) et vn,dR =
πJ(ṽn,dR) On a donc θ(ṽn,dR) = ṽn et θ(vn,dR) = vn. Ensuite, on définit
βn,dR comme étant βu⊕vn,dR

− βu en ayant choisi G pour que l’image de
βn,dR dans J̃(B+

dR) soit ṽn,dR. Alors

log
˜J(ιBdR

(v)) = pn
g∑

i=1

λi(vn,dR)ηi, pour tout n ∈ Z.

On définit Fn,dR par Div(Fn,dR) = p2nXu⊕vn,dR
−Xu⊕v−n,dR

−(p2n−1)Xu, et
on prouve en reprenant la démonstration du lemme 7.14 que Fn,dR = fpn

n,dR
(alors fn,dR est un relèvement de fn). Enfin, le même calcul que ci-dessus
montre que dfn,dR

fn,dR
tend vers

∑g
i=1 λi(v0,dR)ηu,i et donc que son image dans

H1
dR(Y

†
BdR

) est
∑g

i=1 λi(v0,dR)ηi = log
˜J(ιBdR

(v)), ce que l’on voulait.

8. Cohomologie des courbes non propres, sans bord

Soit Y une courbe non propre, sans bord. Le th. 8.1 ci-dessous décrit
la cohomologie proétale p-adique en termes du complexe de de Rham et
de la cohomologie de Hyodo-Kato et, dans le cas où C = Cp, le th. 8.12
compare la cohomologie de Hyodo-Kato et la cohomologie proétale �-adique
pour � �= p. Dans le § 8.4, on explique un autre point de vue, utilisant la
géométrie rigide comme dans [10], pour dévoiler les « structures cachées sur
les courbes p-adiques ».

8.1. Cohomologie proétale p-adique

Théorème 8.1. Si Y est une courbe non propre, sans bord, on a le dia-
gramme commutatif fonctoriel de fréchets suivant :

0 O(Y )/C H1
proét(Y,Qp(1)) (B+

st ⊗̂ C̆H
1
HK(Y ))N=0,ϕ=p

θ⊗ιHK

0

0 O(Y )/C
d

Ω1(Y ) H1
dR(Y ) 0

dans lequel les lignes sont exactes et les flèches verticales sont d’image fermée.
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Démonstration. On peut écrire Y comme, au choix, une réunion croissante
stricte d’affinoïdes Yn ou d’affinoïdes surconvergents Y †

n . Le théorème se
déduit donc, par passage à la limite projective du th. 6.32 ou du th. 7.6 (on
a R1 limO(Yn) = 0 d’après le théorème de Kiehl).

L’image de γ : (B+
st ⊗̂H1

HK(Y ))N=0,ϕ=p → H1
dR(Y ) est fermée car γ est

la limite projective des γn : (B+
st ⊗̂H1

HK(Y
†
n ))N=0,ϕ=p → H1

dR(Y
†
n ) dont les

images sont fermées comme nous l’avons déjà vu. Il en résulte que l’image
de H1

proét(Y,Qp(1)) → Ω1(Y ) est fermée.

Remarque 8.2. (i) En passant à la limite dans le (ii) du th. 6.14 ou dans
le cor. 7.3, on prouve que H1

dR(Y ) admet une filtration dont les quotients
successifs sont :

H1
dR(Y ) =

[
H1(Γ, C)

∏
s∈ΣH1

dR(Y
♦
s ) H1

c (Γ, C)∗
]
,

où Γ = Γan(Y ) et Σ = Σ(Y ).
(ii) En passant à la limite dans le (ii) de la rem. 6.22 ou dans la prop. 7.4,

on prouve que H1
HK(Y ) admet une filtration stable par ϕ dont les quotients

successifs sont :

H1
HK(Y ) =

[
H1(Γ, C̆)

∏
s∈ΣH1

cris(Y
sp
s ) H1

c (Γ, C̆)∗ (−1)
]
.

L’opérateur de monodromie s’obtient par passage à la limite et est aussi celui
obtenu via la rem. 1.6.

(iii) En passant à la limite dans le (i) du th. 6.21, on en déduit un iso-
morphisme

ιHK : C ⊗C̆ H1
HK(Y ) ∼= H1

dR(Y ).

8.2. Fibre spéciale d’une courbe sans bord

Soit Y une courbe sans bord. On va définir ce qui correspond « à la
fibre spéciale du modèle semi-stable minimal de Y ». Comme une courbe
analytique n’a pas forcément de modèle semi-stable minimal, la définition
qui suit est un peu ad hoc, mais a la vertu de fournir un objet sur lequel
AutCY agit (et même AutKY si Y est définie sur K). L’idée est de partir de
la fibre spéciale de n’importe quel modèle semi-stable de Y et de contracter
tous les P1 contractibles. Ce faisant, on peut tomber sur un point, ce qui
demande de modifier un peu la notion de courbe marquée du no 2.4.1.



630 Pierre Colmez et al.

8.2.1. Courbes marquées. Soit X une courbe sur kC (i.e. une réunion
dénombrable, localement finie, de courbes irréductibles, ou bien un point ou
un « point double »). Si X n’est pas un point ou un point double, un point
marqué sur X est un couple (P, μ(P )), où P ∈ X(kC), et la multiplicité μ(P )
de P est un élément de 49 R∗

+ � {∞}.

Une courbe marquée (X,A) est une courbe X munie d’un ensemble A de
points marqués. Une courbe marquée (X,A) est semi-stable si :

• X est à singularités nodales,
• les composantes irréductibles de X sont propres et ne comportent qu’un

nombre fini de points marqués,
• les points singuliers de X sont marqués et leur multiplicité appartient

à Q∗
+.
Elle est stable si elle est semi-stable et si, de plus, aucune composante

connexe de X n’est un P1 avec 0, 1 ou 2 points marqués.

8.2.2. Contractions de P1. A partir d’une courbe marquée (X,A) semi-
stable, on fabrique une courbe marquée stable, en contractant tous les P1

ayant 0, 1 ou 2 points marqués (comptés avec multiplicité) :
• Si un P1 n’a pas de point marqué ou a un unique point marqué qui

est lisse, c’est que la courbe est réduite à ce P1, et quand on le contracte on
obtient un point

• Si un P1 a un unique point marqué qui est singulier, quand on contracte
le P1 le point marqué devient un point lisse (que l’on démarque) si ce point
est le point d’intersection avec une autre composante irréductible ou bien le
P1 devient un point double si ce P1 a de l’autointersection.

• Si un P1 a deux points marqués P1 et P2, on marque le point Q obtenu
en contractant le P1 en posant 50 μ(Q) = μ(P1) + μ(P2).

Remarque 8.3. (i) Les règles précédentes sont dictées par ce qui se passe
si on a deux triangulations S et S′ d’une courbe analytique Y , telles que
S′ = S�{s0}. On passe de la fibre spéciale de YS′ à celle de YS en contractant
le P1 correspondant à s0 et il y a deux cas : soit s0 est de valence 1 sur Γ(S′)
et on obtient Γ(S) à partir de Γ(S′) en retirant s0 et l’arête qui part de s0,
soit s0 est de valence 2, et on obtient Γ(S) à partir de Γ(S′) en retirant s0
et en fusionnant les deux arêtes partant de s0 en une seule (dont la longueur
est la somme des longueurs des deux arêtes). Il suffit alors de traduire ce

49. Comme nos courbes sont sans bord, leur fibre spéciale n’a pas de points de
multiplicité 0+.

50. Avec la convention a+∞ = ∞.
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qui précède en utilisant le fait que Γ(S) et Γ(S′) sont les graphes duaux des
fibres spéciales de YS et YS′ pour obtenir les règles ci-dessus.

(ii) Pour trianguler une couronne correspondant à une arête non relative-
ment compacte de Γan(Y ), il faut une infinité de sommets et dans l’opération
ci-dessus il peut y avoir une infinité d’opérations à faire, ce qui demande de
passer à la limite dans certaines multiplicités.

(iii) Une fois tous les P1 contractés, on obtient une courbe stable ou
un point (double, par convention, si le P1 que l’on contracte a un point
singulier).

8.2.3. Fibre spéciale. Si Y est une courbe sans bord, on définit la fibre
spéciale Y sp de Y comme étant la courbe stable obtenue à partir de la fibre
spéciale du modèle semi-stable associé à n’importe quelle triangulation S
de Y . (Le résultat ne dépend pas de la triangulation car, deux triangulations
S1, S2 étant données, on peut trouver une triangulation S3 plus fine que S1

et S2, et les courbes stables obtenues à partir de S1 et S2 sont isomorphes à
celle obtenue à partir de S3.)

Les composantes irréductibles de Y sp sont les Y sp
s , pour s ∈ Σ(Y ). Si

Σ(Y ) = ∅, on est dans un des cas suivants :
• Y n’est pas une courbe de Tate et Y sp est un point.
• Y est une courbe de Tate et Y sp est un point double.

8.2.4. Fonctorialité de la fibre spéciale. Soit f : X → Y un mor-
phisme de courbes analytiques (non constant). Si S et T sont des triangu-
lations de X et Y telles que S ⊃ f−1(T ), et si XS et YT sont les modèles
semi-stables de X et Y associés à S et T , alors f se prolonge, de manière
unique, en f : XS → YT ; on note f0 : Xsp

S → Y sp
T le morphisme induit sur

les fibres spéciales.

Théorème 8.4. Si f : X → Y est une morphisme de courbes analytiques,
il existe un unique morphisme de courbes f sp : Xsp → Y sp tel que, pour
toutes triangulations S et T de X et Y telles que S ⊃ f−1(T ), le diagramme
suivant soit commutatif :

Xsp
S

f0
Y sp
T

Xsp f sp

Y sp

(Les flèches verticales sont celles obtenues en contractant tous les P1 contrac-
tibles.)
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Démonstration. Cela résulte de ce que l’image d’un P1 privé d’un nombre N
de points est un point ou bien un P1 privé d’un nombre ≤ N de points : ceci
implique que l’image d’un P1 contractible sur Xsp

S est un point ou bien est
contractible sur Y sp

T . Il s’ensuit que, si S et T sont fixés, il existe f sp
S,T unique

faisant commuter le diagramme.
Pour montrer que f sp

S,T ne dépend pas de S et T , il suffit, si S1, S2 et
T1, T2 sont des triangulations de X et Y , de considérer une triangulation T3

de X, plus fine que T1 et T2, et une triangulation S3 plus fine que S1, S2 et
f−1(T3), et de constater que f sp

S1,T1
= f sp

S3,T3
= f sp

S2,T2
.

En appliquant le th. 8.4 à Y = X, on en déduit le résultat suivant.

Corollaire 8.5. Le groupe AutC(Y ) agit naturellement sur Y sp.

8.2.5. Les groupes WY et WDY . Soient K une extension finie de Qp,
q = |kK | et C = Cp. Si Y est définie sur K, alors GK agit sur AutCY par
conjugaison, et le groupe AutKY , qui agit naturellement sur Y sp, est un
produit : AutKY = GK × (AutCY )GK .

Le frobenius géométrique ϕ agit, lui aussi, sur Y sp comme sur toute va-
riété de caractéristique p. Il en résulte que le sous-semi-groupe AutK(Y )×ϕN

de AutK(Y ) × ϕZ agit sur Y sp. Il agit donc aussi sur le corps kC des
constantes, et on note W+

Y le sous-semi-groupe de AutK(Y ) × ϕN des élé-
ments agissant trivialement sur kC , et WY le sous-groupe de AutK(Y )×ϕZ

engendré par W+
Y .

Remarque 8.6. (i) Le groupe de Weil WK de K est le sous-groupe de GK×ϕZ

des (g, ϕn) agissant trivialement sur kC = Fp. La projection GK × ϕZ →
ϕZ ∼→ Z définit une fonction degré deg : WK → fZ, où q = pf , et la
projection GK ×ϕZ → GK fournit une injection ι : WK ↪→ GK : un élément
g de GK est de la forme ι(γ), avec γ ∈ WK si et seulement si il existe n ∈ Z
tel que g agisse par x 	→ xp

n sur Fp, et alors deg γ = −n.
(ii) Par construction, on dispose d’applications naturelles

deg : WY → ϕZ ∼→ Z et ι : WY → AutK(Y ),

dont les restrictions à WK ⊂ WY sont les applications ci-dessus. On a WY =
WK × (AutCY )GK , et comme WK est dense dans GK , on en déduit que WY

est dense dans AutKY .
On note WDY le groupe algébrique produit semi-direct de Ga et WY , le

produit étant donné par (λ1, g1)(λ2, g2) = (λ1 + pdeg g1λ2, g1g2), si λ1, λ2 ∈
Ga et g1, g2 ∈ WY . Le sous-groupe de WDY engendré par WK et Ga n’est
autre que le groupe de Weil-Deligne WDK de K.
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Si L est un corps, une L-représentation de WDY est une représenta-
tion du groupe de ses L-points, et est équivalente à la donnée d’une L-
représentation de WY et d’un opérateur N tel que Ng = pdeg ggN . Une telle
représentation est dite lisse si tout élément est fixé par un sous-groupe ouvert
du groupe d’inertie IK (naturellement un sous-groupe de WK ⊂ WY ).

Si L1 et L2 sont des corps et si V1 et V2 sont des représentations lisses
de WDY sur L1 et L2, on dit que V1 et V2 sont similaires si elle deviennent
isomorphes après extension des scalaires à un corps contenant L1 et L2.

8.2.6. Lissité de l’action de AutK(Y ). On suppose Σ(Y ) �= ∅.

Théorème 8.7. Si g ∈ AutC(Y ) agit trivialement sur Y sp, alors g agit
trivialement sur H1

dR(Y ).

Démonstration. On utilise la description de la rem. 8.2. Comme Σ(Y ) �= ∅,
le graphe Γ = Γan(X) est le graphe dual de Y sp ; il est donc fixe par g,
puisque g agit trivialement sur Y sp. Comme g fixe Γ, il agit trivialement sur
H1(Γ, C) et sur H1

c (Γ, C)∗, et il suffit donc de prouver qu’il agit trivialement
sur H1

dR(Y
♦
s ), si s ∈ Σ. Autrement dit, on est ramené au cas où Y est propre

et a bonne réduction.
On peut recouvrir Y sp par des ouverts Ui étales au-dessus de la droite

affine (et donc munis de zi ∈ O(Ui) tel que dzi ne s’annule pas sur Ui), et
utiliser le recouvrement de Y par les tubes ]Ui[ des Ui pour calculer H1

dR(Y ).
Cela permet de se ramener au cas d’un affinoïde X muni de z ∈ O+(X) tel
que ∂ = d

dz soit une dérivation de O+(X) (pour globaliser, on a aussi besoin
de savoir que H1(Y,C) = 0, ce qui suit de ce que toutes les intersections des
]Ui[ sont non vides et donc que le nerf du recouvrement est un simplexe).
L’hypothèse selon laquelle g fixe la fibre spéciale implique qu’il existe r > 0

tel que g∗z−z ∈ prO+(X). Il s’ensuit que, si ω ∈ Ω1(X), alors g∗ω−ω est la
différentielle de

∑
n≥1

1
n!∂

n−1( ω
dz )(g

∗z − z)n, et la série converge dans O(X)

car, si pN ω
dz ∈ O+(X), alors pN 1

n!∂
n−1( ω

dz ) ∈
1
nO+(X) (pour prouver ceci, il

suffit de vérifier que c’est vrai en restriction à toute boule résiduelle, i.e. au
tube ]P [ d’un point P de la fibre spéciale, et cela suit de ce que z − z(P0)

est un paramètre local de ]P [ pour tout choix de P0 ∈]P [). Ceci prouve que
g agit trivialement sur H1

dR(X) et permet de conclure.

Remarque 8.8. Si Σ(Y ) = ∅ et si Y n’est pas une courbe de Tate, alors
H1

dR(Y ) = 0 et le résultat est encore vrai. Si Y est une courbe de Tate,
il faut convenir que la multiplication par −1 n’agit pas trivialement sur le
point double Y sp si on veut que le résultat reste valable.
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8.3. Cohomologie (pro)étale �-adique

Soit Y une courbe sans bord et soit Γ = Γan(Y ). Alors Y est une réunion
croissante d’affinoïdes Yn, et H1

proét(Y,Q�(1)) = lim←−n
H1

ét(Yn,Q�(1)) (on a
H1

proét(Yn,Q�(1)) = H1
ét(Yn,Q�(1)) puisque Yn est un affinoïde) ; la limite ne

dépend pas du choix des Yn car deux tels systèmes sont cofinaux. Comme
les H1

ét(Yn,Q�(1)) sont des banachs, H1
proét(Y,Q�(1)) est naturellement un

fréchet.

Théorème 8.9. Si � �= p, le groupe H1
proet(Y,Q�(1)) admet une filtration

naturelle dont les quotients successifs sont donnés par :

H1
proét(Y,Q�(1)) =

[
H1(Γ,Q�)(1)

∏
s∈Σ(Y )H

1
ét(Ys,Q�(1))0 H1

c (Γ,Q�)
∗ ]

Démonstration. C’est un résultat classique [20, 5.2.5] ou [19] ; il se déduit du
th. 6.3 par passage à la limite.

8.3.1. De la fibre spéciale à la fibre générique. On suppose que Y est
définie sur une extension finie K de Qp, et donc H1

proét(Y,Q�(1)) est muni
d’une action de AutKY .
� L’action de WDY sur H1

proét(Y
sp,Q�(1)), � �= p. — La fibre spéciale Y sp

de Y est munie d’une action de WY et donc sa cohomologie (log)proétale
�-adique aussi. En tant que Q�-espace vectoriel, on a

H1
proét(Y

sp,Q�(1)) = H1(Γ,Q�)(1)⊕
∏

s∈Σ(Y )

H1
ét(Y

sp
s ,Q�(1))⊕H1

c (Γ,Q�)
∗,

cette décomposition étant la décomposition par les poids de frobenius. L’ac-
tion de WY respecte chacun des trois espaces ci-dessus : WY agit sur Y sp et
donc aussi sur Γ et, par suite sur H1

c (Γ,Q�)
∗ et H1(Γ,Q�) (cette action est

d’ailleurs obtenue par extension des scalaires d’une action sur H1
c (Γ,Q)∗ et

H1(Γ,Q)). L’action sur
∏

s∈Σ(Y )H
1
ét(Y

sp
s ,Q�(1)) est un produit d’induites :

si S est un système de représentants de Σ(Y ) modulo l’action de WY , et si
Ws est le stabilisateur de s ∈ S dans WY , alors∏

s∈Σ(Y )

H1
ét(Y

sp
s ,Q�(1)) =

∏
s∈S

(
IndWY

Ws
H1

ét(Y
sp
s ,Q�(1))

)
.

On peut naturellement enrichir cette action de WY en une action de WDY

en définissant N par la recette habituelle (rem. 1.6).
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� La recette de Fontaine. — La description ci-dessus, combinée avec le th. 8.9,
montre, en utilisant le fait que

H1
ét(Y

sp
s ,Q�(1)) ∼= H1

ét(Ys,Q�(1))0,

que H1
proét(Y,Q�(1)) ∼= H1

proét(Y
sp,Q�(1)) en tant que Q�-espaces. Mais

on a bien mieux : les actions de AutKY et WDY sur H1
proét(Y,Q�(1)) et

H1
proét(Y

sp,Q�(1)) se déduisent l’une de l’autre (th. 8.11 ci-dessous). Rappe-
lons que, si V est une Q�-représentation de AutKY , on peut lui associer une
représentation WD(V ) de WDY par la recette suivante (de Fontaine [23]).

• On choisit des systèmes compatibles (ζ�n)n∈N et (p1/�n)n∈N de racines
�n-ièmes de 1 et p.

• On note :
� χ� : GK → Z∗

� le caractère cyclotomique : g(ζ�n) = ζ
χ�(g)
�n , si n ∈ N,

� c� : GK → Z� le cocycle de Kummer associé à p : g(p1/�n )
p1/�n = ζ

c�(g)
�n .

• On fait agir AutKY sur Q�[u] à travers son quotient GK qui agit par

g(u) = χ−1
� (g)(u+ c�(g)),

et on munit Q�[u] de l’action triviale 51 de ϕ et de la dérivation N = d
du .

On a N ◦ g = χ�(g)
−1g ◦N , si g ∈ AutKY (et donc N ◦ g = pdeg gg ◦N , si

g ∈ WY ).
• On pose alors

WD(V ) = lim−→[L:K]<∞(Q�[u]⊗ V )IL .

C’est une représentation de AutKY (agissant diagonalement) munie d’ac-
tions de ϕ (triviale) et N via leurs actions sur le premier facteur. En re-
streignant l’action de AutKY ×ϕZ à WY cela fournit une Q�-représentation
de WY (car N ◦ g = pdeg gg ◦ N sur Q�[u], si g ∈ WY ), qui est lisse par
construction.

Si V est une limite projective lim←−n
Vn de représentations de dimension

finie Vn, on pose WD(V ) = lim←−n
WD(Vn).

Remarque 8.10. Dans les deux cas, on retrouve V (ou plutôt sa restriction
au sous-groupe dense WY de AutKY ) à partir de WD(V ) par la formule

V = (Q�[u] ⊗̂WD(V ))N=0;

51. L’action de ϕ est triviale sur la cohomologie étale �-adique car c’est l’identité
sur les espaces topologiques. Il n’en sera pas de même pour la cohomologie de
Hyodo-Kato.
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il est donc équivalent de se donner V ou WD(V ).

Théorème 8.11. Si � �= p, on a une identification de WDY -représentations :

WD(H1
proét(Y,Q�(1))) = H1

proét(Y
sp,Q�(1)).

Démonstration. Cela suit, par passage à la limite, de ce que, en tant que
représentation de Ws, on a H1

proét(Ys,Q�(1))0 = H1
ét(Y

sp
s ,Q�(1)) (on est

dans le cas de bonne réduction), et de la formule « de Picard-Lefschetz »
(rem. 6.5).

8.3.2. Comparaison entre les cohomologies étales p-adique et �-
adique. On suppose encore que Y est définie sur une extension finie K
de Qp.

Théorème 8.12. Les représentations de WDY sur H1
proét(Y

sp,Q�(1)), pour
� �=p, et sur H1

HK(Y )(1), sont similaires.

Démonstration. La filtration de la rem. 8.2 pour H1
HK(Y ) admet un scindage

naturel par les poids comme H1
proét(Y

sp,Q�), et ce scindage est stable par
WY . Il suffit donc de prouver que chacun des termes fournit des représenta-
tions similaires de WY et que les opérateurs de monodromie sont les mêmes.

Sur les parties de la cohomologie ne dépendant que du graphe, c’est clair
puisqu’elles sont obtenues, par extension des scalaires, à partir d’une même
Q-représentation. En particulier, les deux opérateurs de monodromie sont
les mêmes.

Il reste à vérifier que l’action de WY est la même des deux côtés sur le
reste. Pour cela, choisissons un système (Y sp

s )s∈S de représentants de com-
posantes irréductibles de Y sp modulo l’action de WY (notons que WY agit
sur les composantes puisque ϕ les laisse stables). Si s ∈ S, on note Ws le
stabilisateur de Y sp

s . Alors l’action de Ws sur H1
ét(Y

sp
s ,Q�) et H1

cris(Y
sp
s ) se

factorise à travers End(Js), où Js est la jacobienne de Y sp
s , et on conclut en

utilisant le fait que H1
ét(Y

sp
s ,Q�) et H1

cris(Y
sp
s ) sont similaires en tant que

représentations de End(Js).

8.4. Une décomposition de la cohomologie de de Rham

Dans tout le reste de ce chapitre, on suppose que C = Cp. Cela permet
d’utiliser l’intégration sur les courbes ([6, 9]) qui repose sur le fait qu’une
puissance de frobenius devient linéaire, ou [12] qui repose sur le fait que
J(C)/H est de torsion si J est la jacobienne d’une courbe et H est un sous-
groupe ouvert de J(C)).



Cohomologie des courbes analytiques p-adiques 637

Le but de ce § est de faire le lien avec le point de vue de [10] pour la dé-
finition des groupes de cohomologie de Hyodo-Kato. Nous allons définir des
sous-groupes H1

dR(Y )int, H1
an(Y,Cp), H1

dR(Y )log,L de H1
dR(Y ) (les deux pre-

miers ne dépendent de rien mais le troisième dépend du choix d’une branche
du logarithme ou, ce qui revient au même, de L = log p ∈ Cp) et de prouver
le résultat suivant.

Théorème 8.13. Si Y est une courbe analytique connexe sans bord, on a
une décomposition fonctorielle

H1
dR(Y ) = H1

dR(Y )int
⊕

H1
an(Y,Cp)

⊕
H1

dR(Y )log,L ,

et des isomorphismes fonctoriels

H1
an(Y,Cp) = H1(Γan(Y ),Cp) H1

dR(Y )log,L = H1
c (Γ

an(Y ),Cp)
∗

H1
dR(Y )int ∼=

∏
s∈Σ(Y )

H1
rig(Y

sp
s /OCp

).

Remarque 8.14. (i) On peut écrire un affinoïde surconvergent comme une
limite projective de « wide opens » pour lesquels le th. 8.13 s’applique. On
en déduit un scindage (dépendant de L ) de la filtration du (ii) du cor. 7.3.

(ii) La dépendance de ce scindage par rapport au choix de L fait inter-
venir l’opérateur de monodromie N sur H1

dR(Y ) (cf. prop. 8.18).

8.4.1. Découpage associé à une pseudo-triangulation. Soient S une
pseudo-triangulation fine de Y , et A l’ensembles des arêtes de Γ = Γ(S). On
fixe une orientation de Γ. A partir de S, on fabrique un découpage de Y en
couronnes analytiques (fibres génériques rigides de jambes) et affinoïdes avec
bonne réduction (fibres génériques rigides de shorts). On pourrait reconsti-
tuer Y en recollant ces morceaux le long de cercles fantômes analytiques – en-
core appelées couronnes d’épaisseur nulle, l’anneau des fonctions analytiques
sur un tel objet est l’anneau de Robba lim−→r>0

(lim←−s∈]0,r] O({s ≤ vp(z) ≤ r}))
– mais on va plutôt recouvrir Y par des pantalons 52 se recollant le long de
couronnes ouvertes.

Si a ∈ A, notons Ya la couronne (i.e. la fibre générique d’une jambe)
correspondant à a et, si s ∈ S, notons Ys l’affinoïde correspondant à s, et Zs

le sous-espace analytique correspondant à l’étoile de sommet s ; on a donc
Zs K Ys = �a∈A(s)Ya. Alors Zs est un pantalon, et Zs = Ys � (�a∈A(s)Ya)

52. Un « basic wide open » dans la terminologie de Coleman, i.e. le complé-
mentaire d’un nombre fini de boules fermées dans une courbe propre ayant bonne
réduction.
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est son découpage en (fibre génériques rigides de) short et jambes. Les Zs

forment un recouvrement de Y , et comme S est supposée fine :
• Zs1 ∩ Zs2 est vide ou est une couronne ouverte Ya, avec a ∈ Ac, si

s1 �= s2,
• Zs1 ∩ Zs2 ∩ Zs3 = ∅ si s1, s2, s3 sont deux à deux distincts.
On peut utiliser ce recouvrement pour calculer la cohomologie de de

Rham de Y à la Čech. Un 1-cocycle est une collection(
(ωs)s∈S , (fa)a∈Ac

)
, avec ωs ∈ Ω1(Zs), fa ∈ O(Ya), et dfa = ωs2(a) − ωs1(a),

pour tous s ∈ S et a ∈ Ac. Un 1-cobord est un 1-cocycle de la forme(
(dFs)s∈S , (Fs2(a) − Fs1(a))a∈Ac

)
, avec Fs ∈ O(Zs),

pour tout s ∈ S, et H1
dR(Y ) est le quotient du groupe Z1

dR(S) des 1-cocycles
par celui B1

dR(S) des 1-cobords.

Cette description de H1
dR(Y ) permet d’introduire un certain nombre de

sous-groupes naturels.

8.4.2. Résidus. Si D est un disque ouvert, H1
dR(D) = 0, et si Y est une

couronne ouverte généralisée {α < vp(z) < β}, alors H1
dR(Y ) est un Cp-

espace de dimension 1, engendré par la classe de dz
z . En particulier, si a ∈ A,

H1
dR(Ya) est un Cp-espace vectoriel de dimension 1 muni d’une base naturelle

(au signe près ; le signe est déterminé par l’orientation de a). Si ω ∈ Ω1(Ya),
on définit le résidu Resaω de ω comme la coordonnée de l’image de ω dans
cette base de H1

dR(Ya).
Si s ∈ S, et si a ∈ A(s), on définit le résidu Res(ω, a) de ω ∈ Ω1(Zs)

en a comme celui de sa restriction à Ya. La fonction Res(ω) : A(s) → Cp

ainsi définie est dans le noyau de ∂∗
s : C

A(s)
p → C

{s}
p . Plus précisément, si

on compactifie Zs en une courbe propre Zs en recollant des boules ouvertes
Da le long des couronnes Ya, pour a ∈ A(s), alors Zs et les Da forment
un recouvrement de Zs, ce qui fournit le diagramme commutatif, à lignes
exactes, suivant :

Ω1(Zs)
⊕( ⊕

a∈A(s)

Ω1(Da)
) ⊕

a∈A(s)

Ω1(Ya)

Res

H1(Zs,Ω
1)

�

0

H1
dR(Zs)

Res
C

A(s)
p

∂∗
s

C
{s}
p 0
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8.4.3. Formes localement log-exactes. Une forme ω ∈ Ω1(Zs) est log-
exacte si on peut l’écrire sous la forme df0 +

∑r
i=1 λi

dfi
fi

, avec f0 ∈ O(Zs)

et fi ∈ O(Zs)
∗, si 1 ≤ i ≤ r. Elle est Q-log-exacte si elle est log-exacte

et si on peut prendre les λi rationnels dans la décomposition ci-dessus (ce
qui équivaut à ce que Resaω ∈ Q, pour tout a ∈ A(s)). On note Ω1

log(Zs)

le sous-espace de Ω1(Zs) des formes log-exactes, et H1
dR(Zs)log l’image de

Ω1
log(Zs) dans H1

dR(Zs). On a alors un isomorphisme

H1
dR(Zs)log ∼= Ker

[
∂∗
s : CA(s)

p → C{s}
p

]
découlant du lemme. 8.15 ci-dessous.

Lemme 8.15. Si φ ∈ Ker
(
∂∗
s : ZA(s) → Z{s}), il existe M ∈ N et f ∈

O(Zs)
∗ tels que Res(dff ) = Mφ.

Démonstration. On peut compactifier Zs en une courbe propre Z♦
s en recol-

lant des boules ouvertes Da le long des Ya via le choix d’un paramètre local
Ta de Ya, de telle sorte que Da = {vp(Ta) > 0} et Ya = {μ(a) > vp(Ta) > 0} ;
on note Pa le centre de Da.

Soit J la jacobienne de Z♦
s . Choisissons a0 ∈ A, et notons Pa0

le centre
du disque Da0

et ι : Z♦
s → J l’application P 	→ (P −Pa0

). Le sous groupe H
de J(Cp) engendré par ι(D′

a0
), où D′

a0
= Da0

KYa0
, est ouvert ; on en déduit,

car J(Fp) est de torsion, que J(Cp)/H est de torsion. Il existe donc M ∈ N
et des Qj ∈ D′

a0
tels que M

(∑
a∈A φ(a)ι(Pa)

)
+
∑

j ±ι(Qj) = 0. Mais alors
M

(∑
a∈A φ(a)(Pa − Pa0

)
)
+

∑
j ±(Qj − Pa0

) est un diviseur principal et la
fonction f ∈ Cp(Z

♦
s )

∗ dont c’est le diviseur a les propriétés voulues.

Un 1-cocycle
(
(ωs)s∈S , (fa)a∈Ac

)
∈ Z1

dR(S) est localement log-exact si
ωs ∈ Ω1

log(Zs) pour tout s ∈ S. Il est globalement log-exact s’il existe f ∈
O(Y )∗ tel que ωs =

df
f pour tout s ∈ S, et fa = 0 pour tout a ∈ Ac. On note

H1
dR(Y )log l’image dans H1

dR(Y ) des 1-cocycles localement log-exacts.

8.4.4. Cohomologie analytique. Coker
[
∂ : CS

p → CAc
p

]
s’identifie na-

turellement à un sous-espace de H1
dR(Y )log : si φ ∈ CAc

p , on peut lui associer
le 1-cocycle ((ωs)s∈S , (fa)a∈Ac

), avec ωs = 0 et fa = φ(a), qui est triviale-
ment localement log-exact ; ce cocycle est un cobord si et seulement si φ est
dans l’image de ∂. Plus conceptuellement, si on note H1

an(Y,Cp) le groupe
de cohomologie analytique, on a

Coker
[
∂ : CS

p → CAc
p

]
= H1(Γ,Cp) = H1

an(Y,Cp).
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Si ω ∈ H1
dR(Y ), on note Res(ω) ∈ CA

p la fonction a 	→ Res(ω, a), où
Res(ω, a) est le résidu de la restriction de ω à Ya. On a

Res(ω) ∈ Ker
[
∂∗ : CA

p → CS
p

]
= H1

c (Γ,Cp)
∗,

et Res induit une suite exacte

0 → H1(Γ,Cp) → H1
dR(Y )log → H1

c (Γ,Cp)
∗.

8.4.5. logL -cobords. Choisissons une branche logL du logarithme (logL

est la branche du logarithme définie par logL p = L ). Un 1-cocycle loca-
lement log-exact est un logL -cobord s’il existe Fs, pour s ∈ S, de la forme
Fs = fs,0 +

∑r
i=1 λi logL fs,i, avec fs,0 ∈ O(Zs), fs,i ∈ O(Zs)

∗ si 1 ≤ i ≤ r,
telles que l’on ait ωs = dFs et fa = Fs2(a) − Fs1(a) pour tous s ∈ S et
a ∈ Ac. On note H1

dR(Y )log,L le sous-espace de H1
dR(Y )log engendré par les

logL -cobords.

Proposition 8.16. Res induit un isomorphisme

Res : H1
dR(Y )log,L

∼→ Ker ∂∗ = H1
c (Γ,Cp)

∗.

Démonstration. Il résulte du lemme 8.15 que l’on peut trouver ωs de la
forme

∑
i λi

dfi
fi

, avec fi ∈ O(Zs)
∗ dont le résidu est φ|A(s). On obtient

un logL -cobord dont la restriction du résidu à A K Ac est φ en faisant la
somme des (ωs, (Fs,a)a∈Ac(s)) où, si a ∈ Ac(s), Fs,a est la restriction à Ya
de ±

∑
i λi logL fi suivant que s2(a) = s ou s1(a) = s : cela marche car

Fs2(a),a − Fs1(a),a ∈ O(Ya) bien que ni Fs2(a),a ni Fs1(a),a ne soient holo-
morphes sur Ya a priori.

8.4.6. Formule « de Picard-Lefschetz ».

Remarque 8.17. (i) La prop. 8.16 prouve que H1
dR(Y )log → H1

c (Γ,Cp)
∗ est

surjective et fournit un scindage (dépendant de L ) de la suite exacte

0 → H1(Γ,Cp) → H1
dR(Y )log → H1

c (Γ,Cp)
∗ → 0.

(ii) L’application αL : H1
dR(Y )log → H1(Γ,Cp) qui se déduit de ce

scindage est la suivante. Soit ((ωs)s∈S , (fa)a∈Ac
) un 1-cocycle localement log-

exact. Il existe une primitive Fs de ωs sur Zs de la forme f0 +
∑

i λi logL fi,
avec fi ∈ O(Zs)

∗ (bien définie à addition d’une constante près). Si a ∈ Ac,
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alors ca = fa − (Fs2(a) − Fs1(a)) est une constante, et (ca)a∈Ac
définit un

élément de H1(Γ,Cp) = Coker ∂, ce qui fournit une application

αL : H1
dR(Y )log → H1(Γ,Cp)

qui est l’identité sur H1(Γ,Cp) de manière évidente.

Proposition 8.18. (i) Si L1,L2 ∈ Cp, alors

αL2
(ω) = αL1

(ω)− (L2 − L1)Nμ(Res(ω)).

(ii) Si f ∈ O(Y )∗, alors Nμ(Res(
df
f )) = 0.

Démonstration. Soit a ∈ Ac. On peut trouver des fonctions xa,i, pour i =

1, 2, méromorphes sur Ysi(a), holomorphes sur Ya, telles que vZsi(a)
(xa,i) = 0,

et xa,1xa,2 = αa, avec vp(αa) = μ(a).
Si Res(ω, a) = κ, alors

Fs1(a) = κ logL xa,1 +G1 et Fs2(a) = −κ logL xa2
+G2

sur Ya, où G1, G2 ∈ O(Ya), et donc Fs2(a) − Fs1(a) = −κ logL αa +G2 −G1,
puisque xa,1xa,2 = αa. La formule logL2

αa = logL1
αa + (L2 − L1)μ(a)

permet de prouver le (i).
Si ((ωs)s∈S , (fa)a∈Ac

) = df
f est globalement log-exacte, on peut poser

Fs = logL f , pour tout s, ce qui prouve que

αL (dff ) = 0,

pour tout L , et permet de déduire le (ii) du (i).

Remarque 8.19. (i) H1
an(Y,Cp) a une Q-structure naturelle (i.e. H1

an(Y,Q))
qui coïncide avec la Q-structure naturelle sur Ker ∂. De même, H1

dR(Y )log,L
a une Q-structure naturelle fournie par les logL -cobords qui sont localement
Q-log-exacts, et cette Q-structure coïncide avec la Q-structure naturelle sur
Ker ∂∗. La formule définissant Nμ montre que Nμ respecte les Q-structures.

(ii) Pour une formule du même genre, dans le cas propre, cf. Mieda [40].

8.4.7. Cohomologie de de Rham intérieure. On définit la cohomologie
de de Rham intérieure de Zs comme le sous-groupe

H1
dR(Zs)int = Ker

[
H1

dR(Zs) → ⊕a∈A(s)H
1
dR(Ya)

]
.
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Ce groupe s’interprète aussi comme la cohomologie rigide de Y sp
s : on note

Y sp,×
s la courbe Y sp

s munie de la structure logarithmique induite par Y sp

et juste Y sp
s la même courbe avec la structure logarithmique triviale. On a

alors [28] des isomorphismes

H1
rig(Y

sp,×
s /O×

Cp
) ∼= Cp⊗K0H

1
rig(Y

sp,×
s /O×

K0
), H1

rig(Y
sp
s /OCp) ∼= Cp⊗K0H

1
rig(Y

sp
s /OK0)

et le diagramme commutatif suivant dans lequel les lignes sont exactes (la
première ligne est juste la suite de Gysin) :

0 H1
rig(Y

sp
s /OCp)

�

H1
rig(Y

sp,×
s /O×

Cp
)

�

⊕
a∈A(s)

H0
rig(Pa/OCp)

�

H2
rig(Y

sp
s /OCp)

�

0

0 H1
dR(Zs)int H1

dR(Zs)
Res

Cp
A(s)

∂∗
s

Cp
{s} 0

(cf. [28] pour le second isomorphisme vertical, le premier est fourni par la
commutativité du diagramme).

On a une décomposition :

H1
dR(Zs) = H1

dR(Zs)int ⊕H1
dR(Zs)log,

conséquence directe de l’exactitude de la seconde ligne du diagramme et de
l’isomorphisme

H1
dR(Zs)log ∼= Ker

[
∂∗
s : Cp

A(s) → Cp
{s}].

Lemme 8.20. Si Y est un pantalon, et si f ∈ O(Y )∗ vérifie Res
(df
f

)
= 0,

alors df
f est exacte : il existe g ∈ O(Y ) tel que dg = df

f .

Démonstration. Découpons Y en un short Ys et des jambes Ya, pour a ∈ A.
Comme Res

(df
f

)
= 0, cela signifie que vp(f) est constante sur chacune des

couronnes, et donc le minimum est atteint sur Ys, et donc vp(f) est constante.
Comme on peut diviser f par une constante, on peut supposer qu’il existe
x0 ∈ Ys(C) tel que f(x0) = 1, et alors vZ(f) = 0 sur tout sous-affinoïde Z
de Y .

Si 0 < δ < infa μ(a), et si Ya est la couronne 0 < vp(za) < μ(a) (recollée
à Ys le long du cercle fantôme en vp(za) = 0), on note Yδ l’affinoïde réunion
de Ys et des couronnes 0 < vp(a) ≤ μ(a) − δ. Alors d(Yδ, ∂Y ) ≥ δ, et donc
vYδ

(f − 1) ≥ δ (prop. 2.9) puisque x0 ∈ Yδ et f(x0) = 1. Il s’ensuit que la
série définissant log f converge dans O(Yδ) et, ceci étant vrai pour tout δ,
que log f ∈ O(Y ). On a alors df

f = d(log f), ce qui permet de conclure.
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La théorie de l’intégration de Coleman fournit un plongement naturel
de la cohomologie intérieure des Zs dans H1

dR(Y ). Soit s0 ∈ S, et soit
ω ∈ Ω1(Zs0). Une branche logL du logarithme étant fixée, l’intégration de
Coleman permet de définir une primitive Fω de ω sur Zs0 , localement analy-
tique (pour la topologie p-adique, pas pour la rigide), uniquement déterminée
à addition près d’une constante. De plus cette intégration est fonctorielle, et
si ω = df0 +

∑r
i=1 λi

dfi
fi

est log-exacte, alors Fω = f0 +
∑r

i=1 λi logL fi (à
constante près). En particulier, il résulte du lemme 8.20 que ω définit une
classe de cohomologie intérieure si et seulement si Fω est holomorphe sur Ya,
pour tout a ∈ A(s0) (dans ce cas Fω ne dépend pas du choix de L , et ωs est
exacte si et seulement si Fω est holomorphe sur Ys).

Ceci permet, si ω ∈ H1
dR(Zs0)int, de définir la classe de ω dans H1

dR(Y )
comme la classe du cocycle

(
(ωs), (fa)

)
, avec ωs0 = ω, ωs = 0 si s �= s0,

fa = 0 si a /∈ A(s0), et fa = ±Fω suivant que s2(a) = s0 ou s1(a) = s0, si
a ∈ A(s0). Si on change Fω, cela modifie le cocycle précédent par un cobord,
et donc la formule ci-dessus définit une injection naturelle de H1

dR(Zs)int
dans H1

dR(Y ), pour tout s ∈ S.

Lemme 8.21. L’injection ci-dessus de H1
dR(Zs)int dans H1

dR(Y ), pour tout
s ∈ S, s’étend en une injection continue de

∏
s∈S H1

dR(Zs)int dans H1
dR(Y ).

Démonstration. Si (ωs)s∈S est une collection de formes différentielles dont
les classes sont intérieures, la série des cocycles associés converge car elle
ne fait intervenir, localement, que des sommes finies, et on obtient ainsi
une injection

∏
s∈S H1

dR(Zs)int → H1
dR(Y ) car les Ys sont disjoints, et que

l’exactitude de ωs sur Ys équivaut à l’exactitude de ωs.

On définit la cohomologie de de Rham intérieure de Y comme le sous-
groupe

∏
s∈S H1

dR(Zs)int de H1
dR(Y ).

Proposition 8.22. (i) H1
dR(Y )int ne dépend pas du choix de S :

H1
dR(Y )int =

∏
s∈Σ(Y )

H1
dR(Zs)int.

(ii) On a une décomposition naturelle (dépendant de L )

H1
dR(Y ) = H1

dR(Y )log,L ⊕H1
an(Y,Cp)⊕H1

dR(Y )int.

Démonstration. Le (i) suit de ce que Y sp
s est de genre 0 si s ∈ S KΣ(Y ). Pour

prouver le (ii), on utilise l’isomorphisme H1
dR(Y )log,L ∼= Ker ∂∗ pour tuer les

résidus, puis les classes intérieures pour tuer les ωs et obtenir un élément de
H1

an(Y,Cp).
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8.4.8. Fonctorialité. Soit u : Y ′ → Y un morphisme de courbes ana-
lytiques sans bord, et soient S et S′ des triangulations de Y et Y ′. Si
ω =

(
(ωs), (fa)

)
∈ Z1

dR(S), on définit u∗ω =
(
(ωs′), (fa′)

)
∈ Z1

dR(S
′), en

posant

ωs′ =

{
u∗ωs si u(s′) ∈ Zs K

(
�a∈Ac(s) Ya

)
,

u∗ωs1(a) si u(s′) ∈ Ya et a ∈ Ac.

fa′ =

⎧⎪⎨⎪⎩
−u∗fa si u(Ya′) ⊂ Ya, u(s1(a′)) = s2(a) et u(s2(a

′)) �= s2(a),
u∗fa si u(Ya′) ⊂ Ya, u(s2(a′)) = s2(a) et u(s1(a

′)) �= s2(a),
0 dans les autres cas.

Alors u∗ω est un cobord si ω en est un et u∗ : H1
dR(Y ) → H1

dR(Y
′) est

l’application induite.
Il est alors immédiat que :

u∗(H1
an(Y,Q)) ⊂ H1

an(Y
′,Q) et u∗(H1

dR(Y )log,L ) ⊂ H1
dR(Y

′)log,L ,

et la fonctorialité de l’intégration de Coleman fournit l’inclusion

u∗(H1
dR(Z)int) ⊂ H1

dR(Z
′)int.

On en déduit la fonctorialité la décomposition

H1
dR(Y )log = H1

dR(Y )int ⊕H1
an(Y,Cp)⊕H1

dR(Y )log,L .

8.4.9. Cohomologie de Hyodo-Kato. Ce résultat permet de décrire di-
rectement l’isomorphisme de Hyodo-Kato : on définit H1

HK(Y ) comme le
C̆p-espace vectoriel(∏

s∈ΣH1
rig(Y

sp
s /OC̆p

)
)⊕

H1(Γ, C̆p)
⊕

H1
c (Γ, C̆p)

∗(−1).

que l’on munit :
• du frobenius naturel ϕ sur chacun des facteurs,
• de l’opérateur de monodromie N de la rem. 1.6,
• de l’isomorphisme ιHK,L : K ⊗ H1

HK(Y ) ∼= H1
dR(Y ) (qui dépend du

choix de L ), somme directe des isomorphismes

K ⊗H1(Γ(Y ), C̆p) ∼= H1
an(Y,K), K ⊗H1

c (Γ(Y ), C̆p)
∗ ∼= H1

dR(Y )log,L ,

K ⊗H1
rig(Ys/OC̆p

) ∼= H1
dR(Zs)int.
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Remarque 8.23. (i) L’isomorphisme ιHK du (iii) de la rem. 8.2 correspond à
ιHK,L pour L = 0.

(ii) Les fonctorialités de la décomposition de la cohomologie de de Rham
et de la cohomologie rigide impliquent que Y 	→ (H1

HK(Y ), H1
dR(Y ), ιHK,L )

est fonctoriel.
(iii) La définition de H1

HK(Y ) en fournit une décomposition naturelle qui
n’est autre que la décomposition par les poids de frobenius : H1

rig(Ys/OC̆p
) est

le sous-espace de poids 1, H1(Γ(Y ),K0) celui de poids 0, H1
c (Γ(Y ),K0)

∗(−1)

celui de poids 2.

Annexe A. Plaidoyer pour un peu de modération

Dans cet appendice, on étudie les pathologies de la cohomologie étale de
la boule unité ouverte, et on propose une piste pour les supprimer.

Soit
◦
B la boule unité ouverte (i.e. O(

◦
B) = OC [[T ]]). On a défini au

no 4.2.1 le complexe Syn(
◦
B, 1) et calculé ses groupes de cohomologie

H i
syn(

◦
B, 1) (prop. 4.6). On va s’intéresser au lien entre les H i

syn(
◦
B, 1) et la

cohohomologie étale (à coefficients dans Zp(1)) de « la » fibre générique 53
◦
Ban de

◦
B (c’est l’espace rigide associé : si rn est une suite de rationnels

vérifiant rn > rn+1 et lim rn = 0, alors
◦
Ban est la réunion croissante des

Ban
rn , où Ban

r est la fibre générique de la boule fermée Br = {vp(T ) ≥ r},
i.e. O(Br) = OC〈 T

pr 〉). Notons que les résultats qui suivent s’étendent verba-
tim aux couronnes ouvertes : pour toutes ces histoires, une couronne ouverte
se comporte comme la réunion de deux boules ouvertes attachées en un point.

Si r ∈ Q, on pose O(B̃r) = Acris〈 T
p̃r 〉. On a donc Ω1(B̃r) = O(B̃r)

dT
p̃r .

On dispose du complexe

Syn(Br, 1) := F 1O(B̃r)
(d,1−ϕ

p
)

Ω1(B̃r)⊕ O(B̃r)
(1−ϕ

p
)−d

Ω1(B̃r) ,

où ϕ(T ) = T p. Ce complexe calcule la cohomologie étale de la fibre générique
de Br : c’est clair pour H0 ; pour H1, c’est un cas particulier du cor. 6.25 (ou
du th. 5.34, via le le cor. 5.5) ; pour H2, cela découle de ce que H2

syn(Br, 1) = 0

(prop. 4.7) et de ce que H2(Ban
r ,Zp(1)) = 0, d’après Berkovich [3, cor. 6.1.3].

53. Comme nous l’expliquons au § A.4, il y a plusieurs objets différents qui
peuvent prétendre être « la » fibre générique de

◦
B. Dans le texte principal, nous

avons juste défini O(
◦
Bgen) sans spécifier dans quelle catégorie

◦
Bgen vivait.
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A.1. Groupe de Picard

Comme C〈 T
pr 〉 est, pour tout r ∈ Q, un anneau principal, on a

Pic(
◦
Ban) =

{(fn)n∈N, fn ∈ O(Brn)
∗}

{(gn+1g
−1
n )n∈N, gn ∈ O(Brn)

∗}

De plus, on peut remplacer O(Brn)
∗ par son sous-groupe des f valant 1 en 0,

et tous les fn, gn, etc. qui vont intervenir vérifient cette propriété.

A.1.1. Le théorème de Lazard. Rappelons le résultat fondamental de
Lazard [36] concernant le groupe Pic(

◦
Ban).

Proposition A.1. (Lazard) On a la dichotomie suivante :
• Si C est sphériquement complet, alors Pic(

◦
Ban) = 0.

• Si C n’est pas sphériquement complet, alors Pic(
◦
Ban) �= 0.

Nous allons avoir besoin de préciser ce qui se passe dans le cas non
sphériquement complet. Les résultats suivants sont des variations sur [36,
§V, prop. 6].

A.1.2. Construction d’éléments non divisibles. Comme C n’est pas
sphériquement complet, il existe des suites (Dn)n∈N strictement décrois-
santes de boules fermées, dont la valuation −rn tend vers 0, et telles que
∩nDn = ∅. On choisit une telle suite et xn ∈ Dn pour tout n, puis an ∈
Dn KDn+1 vérifiant vp(an − xn+1) > −rn ; on a alors Dn = B(an,−rn) et

−rn+1 > vp(an+1 − an) > −rn > vp(an − an−1) · · · ,
lim
n→∞

rn = 0, ∩nB(an,−rn) = ∅

Soit un = 1−(an−an−1)T . Comme vp(an−an−1) > −rn, on a un ∈ O(Brn)
∗.

Proposition A.2. La classe de (un)n∈N dans Pic(
◦
Ban) n’est pas divisible

par p et, plus généralement, celle de (up
k

n )n∈N n’est pas divisible par pk+1.

Démonstration. Suppons que cette classe est divisible par p. Il existe alors
vn, gn ∈ O(Brn)

∗, tels que un = vn+1

vn
gpn, pour tout n ∈ N. Quitte à diviser

gn, vn par des constantes, on peut supposer que

gn = 1 + αnT + · · · , vn = 1 + νnT + · · · ,

et l’hypothèse d’inversibilité implique vp(αn) > −rn, vp(νn) > −rn.
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Soit wn = (1 − (a1 − a0)T ) · · · (1 − (an−1 − an−2)T ). On a un = wn+1

wn

sur Brn . On en déduit que wn+1

vn+1
= wn

vn
gpn. Si wn

vn
= 1 + βnT + · · · , la relation

précédente implique

βn+1 = βn + pαn, et donc βn − β0 ∈ p1−r0OC , pour tout n.

Maintenant, on a βn = a0 − an − νn, et donc

a0 − β0 = an + νn + (βn − β0) ∈ B(an,−rn), pour tout n.

On en déduit que a0−β0 ∈ ∩nB(an,−rn), ce qui conduit à une contradiction
puisque cette intersection est vide par hypothèse. Cela prouve que cette classe
n’est pas divisible par p.

Le cas k général se traite de la même manière : il suffit d’élever tout à la
puissance pk, ce qui multiplie les coefficients de T par pk.

A.1.3. Le sous-groupe de torsion du groupe de Picard. Le but de
ce numéro est de prouver le résultat suivant.

Proposition A.3. Le groupe Pic(
◦
B) est sans torsion.

Démonstration. Il suffit de prouver que Pic(
◦
B) n’a pas de p-torsion. Si

(un)n∈N ∈
∏

n∈N O(Brn)
∗, on note [(un)] sa classe dans Pic(

◦
B). On pose

Tn = T/prn , et donc Tn+k = prn−rn+kTn. Alors O(Brn) = OC〈Tn〉.
Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme A.4. Soit (un)n∈N ∈
∏

n∈N O(Brn)
∗. S’il existe δ > 0 tel que

un ∈ 1 + pδTnO(Brn) pour tout n assez grand, alors [(un)] = 0.

Démonstration. On peut écrire un =
∏

k≥1 un,k, avec un,k = 1+ pδan,kT
k
n et

an,k ∈ OC tend vers 0 quand k → ∞ (n étant fixé) : l’existence des an,k ∈ OC

est immédiate et pour prouver que an,k → 0, il suffit de développer, de
regarder modulo p2δ, p3δ, etc., et d’utiliser le fait que un est un polynôme
modulo p2δ, p3δ, etc.

On choisit Nk tel que δ−krn ≥ 0 si n ≥ Nk. On définit vn,k par vn,k = 1
si n = Nk et vn+1,k = un,kvn,k, si n ∈ N. De manière explicite, on a

vn,k =

{∏n−1
i=Nk

(1 + pδai,kp
−kriT k) si n ≥ Nk,∏Nk−1

i=n (1 + pδai,kp
k(rn−ri)T k

n )
−1 si n ≤ Nk − 1.

Comme an,k → 0 quand k → ∞, on voit que, si 0 < δ′ < δ, alors vn,k ∈
1+ pδ

′
TnO(Brn), pour tout k (on a même vn,k ∈ 1+ pδTOC [[T ]] si Nk ≤ n),
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et que vn,k − 1 → 0 dans pδ
′
TnO(Brn) quand k → +∞. Il s’ensuit que

vn =
∏

k≥1 vn,k ∈ O(Brn)
∗, et comme on a un =

∏
un,k =

∏
(vn+1,k/vn,k) =

vn+1/vn, cela permet de conclure.

Revenons à la preuve de la prop. A.3. On suppose que [(upn)] = 0 et on
veut en déduire que [(un)] = 0.

Écrivons un = 1 +
∑

k≥1 an,kT
k
n et posons u

(p)
n = 1 +

∑
k≥1 a

p
n,kT

pk
n .

Alors u
(p)
n /upn ∈ 1 + pTnO(Brn), pour tout n, et il résulte du lemme A.4

que [u
(p)
n ] = 0 puisque [(upn)] = 0. On peut donc écrire u

(p)
n = wn+1/wn

pour tout n, avec wn ∈ O(Brn)
∗. De plus, comme les seules puissances de

T intervenant dans u
(p)
n sont les T pk, on peut éliminer les puissances de T

premières à p dans les wn une par une (on commence par T en remarquant
que le coefficient a1 de T dans wn ne dépend pas de n, ce qui permet de
diviser wn par 1 + a1T pour tout n, et on recommence avec T 2, etc.). On a
alors wn = 1 +

∑
k≥1wn,kT

pk
n .

Soit w′
n,k = (wn,k)

1/p (pour un choix de racine p-ième), et soit w′
n =

1+
∑

k≥1w
′
n,kT

k
n ∈ 1+TnO(Brn). Alors (un(w′

n+1/w
′
n)

−1)p ∈ 1+pTnO(Brn)

car (w′
n)

p/wn ∈ 1 + pTnO(Brn) et upn/u
(p)
n ∈ 1 + pTnO(Brn). Il en résulte

que un(w
′
n+1/w

′
n)

−1 ∈ 1 + p1/pTnO(Brn), et le lemme A.4 fournit une suite
de v′n ∈ O(Brn)

∗ tels que un(w
′
n+1/w

′
n)

−1 = v′n+1/v
′
n. Si on pose alors vn =

v′nw
′
n, on a vn ∈ O(Brn)

∗ et un = vn+1/vn pour tout n. On en déduit que
[(un)] = 0, ce que l’on voulait.

A.2. Cohomologie étale

On a une suite exacte

0 → Z/pn ⊗ O(
◦
Ban)∗ → H1

ét(
◦
Ban,Z/pn(1)) → Pic(

◦
Ban)[pn] → 0.

Comme O(
◦
Ban)∗ = C∗ × (1 + OC [[T ]]) et que Z/pn ⊗ C∗ = 0, on déduit

des prop. A.1 et A.3 le résultat suivant (le cas de Zp se déduit du cas de
Z/pn en passant à la limite puisque 1 + OC [[T ]] est séparé et complet pour
la topologie p-adique).

Corollaire A.5. On a des isomorphismes :

H1
ét(

◦
Ban,Z/pn(1)) ∼= Z/pn ⊗ (1 + OC [[T ]]), si n ≥ 1,

H1
ét(

◦
Ban,Zp(1)) ∼= 1 + TOC [[T ]].
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Comme H2
ét(

◦
Ban,Zp(1)) est le complété p-adique de Pic(

◦
Ban), on déduit

de la prop. A.2 le résultat suivant.

Théorème A.6. On a la dichotomie suivante :
• Si C est sphériquement complet, H2

ét(
◦
Ban,Zp(1)) = 0.

• Si C n’est pas sphériquement complet, H2
ét(

◦
Ban,Zp(1)) �= 0 et n’a pas

de torsion.

Remarque A.7. Supposons C non sphériquement complet.
(i) En utilisant les exemples de la prop. A.2, on peut montrer que le

groupe H2
ét(

◦
Ban,Zp(1)) est, non seulement non nul, mais « énorme ».

(ii) Comme H2
ét(

◦
Ban,Qp(1)) �= 0, cela fournit un exemple de non in-

jectivité de l’application naturelle de la cohomologie étale vers la proétale
puisque H2

proét(
◦
Ban,Qp(1)) = 0 (cf. [18, 16]).

A.3. Cohomologie syntomique et cohomologie du groupe
fondamental

On remarque, en comparant les résultat du § A.2 avec ceux de la prop. 4.6,
que Syn(

◦
B, 1) calcule la cohomologie étale de

◦
Ban si C est sphériquement

complet mais pas si C n’est pas sphériquement complet. Une explication est
la suivante : dans tous les cas, le complexe total associé au complexe double

∏
n∈N F 1O(B̃rn)

(d,1−ϕ

p
)∏

n∈NΩ1(B̃rn)⊕
∏

n∈N O(B̃rn)
(1−ϕ

p
)−d∏

n∈NΩ1(B̃rn)

∏
n∈N F 1O(B̃rn)

(d,1−ϕ

p
)∏

n∈NΩ1(B̃rn)⊕
∏

n∈N O(B̃rn)
(1−ϕ

p
)−d∏

n∈NΩ1(B̃rn)

dans lequel les flèches verticales sont (xn)n∈N 	→ (xn − xn+1)n∈N, calcule la
cohomologie étale de

◦
Ban puisque les Ban

rn forment un recouvrement croissant
de

◦
Ban.
• Si C est sphériquement complet, on a R1 limn p

−snOC = 0, pour toute
suite strictement décroissante (sn)n∈N de nombres rationnels. On en déduit
des résultats analogues pour Acris, F 1Acris, etc. La nullité des R1 lim ci-
dessus implique que les flèches verticales sont surjectives ; on peut donc rem-
placer le double complexe par le complexe des noyaux des flèches verticales
qui n’est autre que Syn(

◦
B, 1).

• Si C n’est pas sphériquement complet, les flèches verticales ne sont pas
surjectives, et on ne peut pas remplacer le double complexe par Syn(

◦
B, 1).
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Il y a donc une dichotomie un peu désagréable mais, comme nous allons
le voir, Syn(

◦
B, 1) calcule dans tous les cas la cohomologie continue du groupe

fondamental de
◦
Ban.

Soit R = OC [[T ]], et soient R la côture intégrale de R dans l’extension
profinie étale maximale de R[1p ] et GR = Aut(R/R).

Proposition A.8. Le complexe Syn(
◦
B, 1) calcule la cohomologie continue

de GR à valeurs dans Zp (ou Zp(1), puisque C est algébriquement clos).

Démonstration. On note R∞ la sous-R-algèbre R[(1 + T )p
−∞

] de R, et R̂∞
son complété pour la topologie (p, T )-adique. Alors Γ = Aut(R∞/R) ∼= Zp

(on choisit un générateur topologique γ de Γ), et R̂∞ est perfectoïde. On en
déduit que la cohomologie de GR est calculée par le complexe

R̃
(1−γ,1−ϕ)

R̃⊕ R̃
(1−ϕ)−(1−γ)

R̃

où AC = W (C
), A+
C = W (OC�) et R̃ = AC ⊗A+

C
A+

C [[T ]], les actions de
γ et ϕ sur R̃ étant données par γ(T ) = (1 + π)T + π, où π = [ε] − 1 et
ϕ(T ) = (1 + T )p − 1. (Pour aboutir à cette expression au lieu de R̃∞ =
W (R̂∞[1p ]


), il faut utiliser l’inverse à gauche ψ : R̃ → R̃ de ϕ donné par
ψ(

∑p−1
i=0 (1+T )iϕ(xi)) = x0, et le fait que γ−1 est inversible sur R̃ψ=0 ; cela

permet de décompléter comme d’habitude.)
Ensuite, on vérifie que le complexe ci-dessus est quasi-isomorphe à

1
ϕ−1(π)R̃

+ (1−γ,1−ϕ)
R̃+ ⊕ 1

π R̃
+ (1−ϕ)−(1−γ)

R̃+ ,

où R̃ = A+
C [[T ]] (c’est comme d’habitude, utiliser le complexe avec ψ au lieu

de ϕ et le fait que R̃ψ=1 = (R̃+)ψ=1 et le fait qu’une solution y ∈ R̃ψ=0 de
(γ − 1)y = x appartient à ( 1π R̃

+)ψ=0 si x ∈ (R̃+)ψ=0). On plonge 1
ϕ−1(π)R̃

+

et 1
π R̃

+ dans F 1R̃+ et R̃+ par x 	→ πx, puis on plonge F 1R̃+ et R̃+ dans
F 1O(B̃) et O(B̃) (il faut vérifier que ceci induit un quasi-isomorphisme).
Enfin, on remarque que γ−1

π = ∂ modulo π, ce qui permet de passer du
complexe obtenu à Syn(B, 1) comme dans [17], [27].

A.4. La fibre générique adoque

Il résulte de la prop. A.8 et du § A.3 que, si C est sphériquement complet,
la cohomologie étale de

◦
Ban est celle de son groupe fondamental (i.e.

◦
Ban
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est un K(π, 1)), alors que si C n’est pas sphériquement complet, ce n’est pas
du tout le cas. On peut s’extasier devant la richesse du monde p-adique ou
considérer que c’est une pathologie dont on aimerait se débarrasser.

On peut penser que le problème vient de ce que l’on n’a pas pris la
bonne fibre générique et que, pour restaurer un peu d’harmonie, il faudrait
la remplacer par la fibre générique adoque dont nous allons esquisser une
définition possible.

Soit Y un affinoïde sur C. On retrouve la topologie rigide sur Y en
prenant comme base d’ouverts les images inverses (i.e. les tubes) des ou-
verts de modèles de Y sur OC . Si U est un ouvert d’un tel modèle Y , on a
OY (]U [) = OY (U)[1p ].

On peut enrichir cette structure, en définissant Y ado comme l’ensemble
des points de l’espace adique associé à Y se spécialisant en un point de
Y ado pour un choix de modèle assez fin de Y (on n’obtient ainsi que des
valuations de rang 1 ou 2 induisant vp sur C), et en prenant comme base
d’ouverts de Y ado les images inverses (i.e. les tubes) des ouverts des schémas
adoques associés aux modèles de Y sur OC . Si U est un ouvert adoque d’un
tel modèle Y , on pose OY ado(]U [) = OY ado(U)[1p ] ; la fibre générique de U est
l’espace annelé image inverse de U dans Y ado.

Une variété adoque est alors un espace annelé, localement isomorphe à
un ouvert de Y ado, où Y est un affinoïde sur C.

Si Y est un schéma adoque obtenue en recollant les Ui le long des Ui,j ,
sa fibre générique Y gen est la variété adoque obtenue en recollant les fibres
génériques des Ui le long des des fibres génériques des Ui,j . En particulier,
si Y est un affinoïde, Y ado est la fibre générique de n’importe lequel de ses
modèles.

Remarque A.9. (i) Soit
◦
Bado la boule unité ouverte vue comme variété

adoque. Alors O(
◦
Bado) = OC [[T ]][

1
p ]. Si on considère à la place la boule

unité rigide
◦
Ban, alors O(

◦
Ban) = R+, anneau des

∑
n≥0 anT

n, avec an ∈ C

et vp(an) + nr → +∞ quand n → +∞, pour tout r > 0. Remarquons que
◦
Ban peut aussi être considérée comme variété adoque, réunion des boules
fermées Brn , et on a une injection

◦
Ban ↪→

◦
Bado (correspondant à l’injection

naturelle O(
◦
Bado) → O(

◦
Ban)), mais cette injection n’est pas un isomor-

phisme : le cercle fantôme à la frontière de
◦
Bado n’appartient pas à

◦
Ban car

il n’appartient à aucune des Brn .
(ii)

◦
Bado est quasi-compacte contrairement à

◦
Ban car un voisinage du

cercle fantôme à la frontière doit contenir un domaine rationnel non trivial,
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et on peut donc extraire de tout recouvrement ouvert un recouvrement fini.
Cela signifie que l’on n’a pas de problème de R1 lim, et donc que

Pic(
◦
Bado) = 0.

On en déduit que Syn(
◦
B, 1) calcule la cohomologie étale de

◦
Bado indépen-

damment du fait que C soit ou ne soit pas sphériquement complet.
(iii) Ce résultat laisse espérer que les (fibres génériques d’) affines adoques

soient des K(π, 1) comme le sont les affinoïdes d’après Scholze [43, th. 1.2].
Si tel n’est pas le cas, on pourrait envisager de changer la définition de la
cohomologie proétale pour l’imposer...
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