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Cohomologie des courbes analytiques p-adiques*
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Résumé The cohomology of affinoids does not behave well; of-
ten, this is remedied by making affinoids overconvergent. In this
paper, we focus on dimension 1 and compute, using analogs of
pants decompositions of Riemann surfaces, various cohomologies
of affinoids. To give a meaning to these decompositions we modify
slightly the notion of p-adic formal scheme, which gives rise to the
adoc (an interpolation between adic and ad hoc) geometry. It turns
out that the cohomology of affinoids (in dimension 1) is not that
pathological.

From this we deduce a computation of cohomologies of curves
without boundary (like the Drinfeld half-plane and its coverings).
In particular, we obtain a description of their p-adic proétale co-
homology in terms of de the Rham complex and the Hyodo-Kato
cohomology, the later having properties similar to the ones of ¢-adic
proétale cohomology, for £ # p.
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Introduction

Soit p un nombre premier et soit C' un corps algébriquement clos, complet
pour une valuation v, vérifiant v,(p) = 1 et! v,(C*) = Q. On note O¢
I’anneau des entiers de C, m¢ l'idéal maximal de O¢, ko son corps résiduel,
O Panneau W (kc) et C' le sous-corps W(kzc)[%] de C.

Si K est un sous-corps fermé de C, on note Gk le groupe Auty (C) des
automorphismes continus de C' laissant fixe K.

0.1. Cohomologie proétale p-adique

Soit X une courbe analytique définie sur C' (vue, selon le contexte comme
une courbe rigide analytique, un espace de Berkovich de dimension 1, etc.)
et, sauf mention explicite du contraire, lisse et (géométriquement) connexe.
Si X est compacte?, sa cohomologie a de bonnes propriétés : les groupes
de cohomologies de de Rham H}, (X) ou étale H}, (X, Qe(1)), ot £ est un
nombre premier, sont de dimension finie, indépendante de la cohomologie
considérée (et invariante par extension des scalaires de C' & un surcorps avec
les mémes propriétés), sur le corps adéquat. De plus, on a des théorémes de
comparaison reliant ces différentes cohomologies.

Il n’en est pas de méme si X est seulement quasi-compacte mais pas com-
pacte (i.e un affinoide ) : dans ce cas, Hx (X, Q(1)) est encore de dimension

1. Cette restriction est due au fait que nous avons choisi d’exprimer les résultats
en termes de 'anneau By ; une formulation (un peu moins esthétique) qui n’utilise
que B serait possible et elle permettrait de supprimer cette restriction.

2. Quel que soit le point de vue (rigide, Berkovich, etc.), une courbe compacte
est, dans cet article, une courbe propre, et un affinoide est quasi-compact mais pas
compact.

3. Sauf mention du contraire, un affinoide est, dans ce texte, de dimension 1,
lisse et connexe.
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finie si £ # p, mais H]y (X) est un C-espace de dimension infinie non séparé,
et H} (X, Qp(1)) est aussi de dimension infinie (et dépend de C). Nous nous
proposons de montrer que, malgré ces pathologies apparentes, la cohomolo-
gie des affinoides (et, plus généralement, des courbes non compactes) a des
propriétés raisonnables.

0.1.1. Courbes quasi-compactes. SiY est une courbe quasi-compacte,
notons O(Y)** le sous-groupe des f € O(Y)* telles que f — 1 soit topologi-
quement nilpotente.

Théoréme 0.1. Si Y est un affinoide, on a un diagramme commutatif fonc-
toriel de banachs®

0 — Qp @ ﬁ(Y)** — leroét(Y’ Qp(l)) — (B;®C‘HI%IK(Y)Sep)N:0’@:p . 0

| | o

~ dlo .
0>Q,®0(Y)* —2=0Ql(Y) Hip (Y)seP

dans lequel la ligne du haut est exacte, celle du bas est un complexe, et toutes
les fleches sont d’image fermée.

Remarque 0.2. (i) Il y a un énoncé au niveau entier, cf. rem. 0.19.

(ii) Un affinoide étant quasi-compact, Hrl)mét(Y7 Qu(1)) = HL (Y, Qu(1))
pour tout ¢ (y compris ¢ = p), cf. [43, cor.3.17].

(iii) Le groupe de cohomologie de Hyodo-Kato Hijy(Y)*P est un C-
espace de dimension finie muni d’actions d’un frobenius semi-linéaire ¢, d’un

opérateur de monodromie N vérifiant Ny = poN, et d'un isomorphisme de
Hyodo-Kato :

ik 1 C ®¢ Hig (V)P = Hyg (Y )P,

ot Hg (V)P désigne le séparé de Hiz (Y) (i.e. son quotient par 'adhérence
de 0) : le groupe H}(Y) est un C-espace de dimension infinie, non séparé,
mais H g (Y)*P est de dimension finie.

(iv) La preuve du théoréme utilise des méthodes syntomiques mais va
plus loin : les méthodes syntomiques [47, 17| fournissent naturellement un

4. Si M est un Z-module, on pose Q, QM := Q, ®z, (lgln M/p™M).
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diagramme commutatif & lignes exactes®

0— ﬁ )/C — proet(Y Qp( )) - (B;E @éHI%IK(Y))NZOv‘P:p —0

H \L \L9®LHK

0—0Y QYY) H (V)

Par rapport au théoréme, il y a deux différences sensibles :

e Le groupe Hyx(Y) est, comme H};(Y), de dimension infinie et non
séparé (on a un isomorphisme tyg : C'® cHi(Y) =2 Hip (Y)), alors que
Hl (V)P est séparé, de dimension finie, et se décrit simplement (th.0.13)
en termes d’une triangulation de Y.

e Lafléche 0(Y) — Q, ® O(Y)** faisant commuter le diagramme évident
est f — exp(f), mais I'image de O(Y) par f — exp(f) est Q, ® O(Y)**
qui est dense dans Q, ® &(Y)** mais ne lui est pas égal car O(Y)** n’est
pas complet pour la topologie p-adique : par exemple, si Y est la boule unité
(i.e. O(Y) = C(T)), alors [[,~,(1 + p'/P"T)?" ne converge pas dans C(T)
(mais converge dans O¢[[T]]).

Remarque 0.3. Si'Y est un affinoide de dimension d, et si r < d, le résultat
ci-dessus suggére que 'on pourrait peut-étre espérer une suite exacte

0= Qp® Ky (V)™ = Hp ot (Y, Qp(r)) — (B @ Hip (YV)*P)V =077 — 0.

(Le groupe K", (Y)*" est le sous-groupe du groupe de K-théorie de Milnor

K'",(0(Y)) engendré par les symboles (f1,..., fr), avec f; € O(Y)**. No-

tons que, puisque 'on ne prend que des symboles d’éléments de O(Y)**, la
)**.)

Une raison de la forme du diagramme ci-dessus est que H!(Y, &) = 0. Si

Y est compacte, de genre > 1, alors H(Y, &) # 0 mais Q, RO(Y)*™ =0, et

le diagramme prend la forme (classique, c’est un cas particulier du théoréme

relation de Steinberg disparait puisque 1 —xz ¢ O(Y)** sixz € O(Y

de comparaison de Tsuji [47] ou méme, dans ce cas, de Kato [34]) suivante :

5. H}y (Y) est naturellement un quotient Wy /W, de C-banachs et BY, = B [u]

Cris

ou B, est un C-banach (et donc B est une limite inductive de C-banachs).

On définit B;@CHHK(Y) comme (B;@éWl)/(B:;@éWQ) oil BSJ;@)CWZ =
B:t®B,+. (Bl ® aWi).

cris
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Théoréme 0.4. 5@ Y est une courbe compacte, on a un diagramme commu-
tatif fonctoriel, dont les lignes sont exactes :

0— Hyoe (V: Qp(1)) — (B @ Hyp (V) V=047 — H(Y,0) —0

p
i Josm |

0 QYY) HI (V) HY\Y,0)—0

De plus, Héroét(y’ Q,(1)) est un Qp-espace de dimension finie.

0.1.2. Affinoides surconvergents. Une maniére standard de rendre la
cohomologie de de Rham d’un affinoide plus raisonnable est de le rendre
surconvergent : sa cohomologie de de Rham devient de dimension finie (et
topologiquement séparée). En écrivant un affinoide surconvergent YT comme
une limite projective d’affinoides Y, pour § > 0, en utilisant la description
du groupe HI%K(Y(;)SGP du th.0.13 ci-dessous, et en passant a la limite dans
le th. 0.1, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 0.5. Si YT est un affinoide surconvergent, on a le diagramme
commutatif fonctoriel d’espaces vectoriels topologiques suivant :

0—=O(Y1)/C 2 HY o (Y1, Qp(1)) — (B @, Hiyo (V)N 097> —0
H l/ l/9®LHK
0—0(h/C—*—a'(T) Hig (Y1) 0

dans lequel les lignes sont exactes et toutes les fleches sont d’image fermée.

p
et Hip (Y1) = lim ¢ H{(Ys) est un C-espace de dimension finie muni d’ac-

Remarque 0.6. (i) Par définition, H. . (YT, Q,(1)) = lim Hrl)mét(Y(;, Q,(1)),

tions d’un frobenius semi-linéaire ¢ et d’'un opérateur de monodromie N, et
d’un isomorphisme tpk : C @ HYp (YT = HI (YT,

(ii) Comme Hi (YT) est de dimension finie, (B, ® Hy (YT))9=P-N=0
est I’espace des C-points d'un espace de Banach-Colmez [13]. Comme &/(YT)
est 'espace des sections globales d’un faisceau cohérent, on voit que la coho-
mologie étale géométrique d’un affinoide surconvergent, bien que trés grosse,
est composée d’objets ayant des propriétés de finitude raisonnables.

(iii) Les Qp-espaces vectoriels topologiques (BJ, R Hi (Y1)
et H éR(YT) sont des banachs mais tous les autres espaces non nuls du dia-
gramme sont des limites inductives de banachs.

N=0,p=p
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0.1.3. Courbes sans bord. Supposons maintenant que Y n’est pas com-
pacte mais n’a pas de bord quand méme % (courbe Stein) : par exemple, une
courbe ouverte obtenue en retirant un nombre fini de disques fermés d’une
courbe propre, ou un revétement étale du demi-plan de Drinfeld. Dans ce
cas, H éR(Y> n’est pas forcément de dimension finie, mais c’est un espace
séparé, limite projective dénombrable d’espaces de dimension finie. Si £ # p,
alors H;mét (Y,Qqg(1)) est aussi une limite projective dénombrable d’espaces
séparés de dimension finie, mais ce n’est pas le cas si £ = p.

Une telle courbe est une réunion croissante stricte d’affinoides ou, au
choix, d’affinoides surconvergents, et on déduit du th. 0.1 (ou du th. 0.5)
le résultat suivant qui fournit une preuve alternative au th.4.12 de [16] en
dimension 1.

Théoréme 0.7. 57 Y est une courbe non compacte, sans bord, on a un
diagramme commutatif fonctoriel de fréchets

0—= O(V)/C 22 H}, 4 (V,Qy(1)) —= (BE & Hig (V) V=077 —0
H l/ i@@LHK
0— om0 —E =0l i) :

dans lequel les lignes sont exactes et toutes les fleches sont d’image fermée.

Remarque 0.8. (i) La principale différence avec le cas d’un affinoide sur-
convergent est que Hjj (V) et His(Y) ne sont pas forcément de dimension
finie, mais sont des limites projectives dénombrables d’espaces séparés de
dimension finie (ce sont donc des fréchets, mais des fréchets un peu parti-
culiers), cela explique les produits tensoriels complétés et I'isomorphisme de
Hyodo-Kato ik : C'® o Hik (Y) =2 Hi (Y) fait aussi intervenir un produit
tensoriel complété. Les autres espaces sont des duaux de limites inductives
compactes de banachs.

(ii) Si Y est un affinoide surconvergent ou une courbe sans bord (com-

pacte ou non), le noyau de Héroét(Y, Q,(1)) — QYY) est isomorphe a

t Hiy (Y)P=1 o t € (BL, )PP est le 2im p-adique de Fontaine.
0.2. Description combinatoire des diverses cohomologies

Expliquons maintenant comment décrire les objets apparaissant dans les
th.0.1, 0.5 et 0.7 & partir de découpages en objets plus élémentaires. Ces

6. Notons que rendre un affinoide surconvergent est une maniére de supprimer
son bord.
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découpages sont induits par la stratification naturelle de la fibre spéciale
d’un modéle semi-stable sur O¢ (ouverts de lissité des composantes irré-
ductibles, et intersections de composantes irréductibles). Ils fournissent des
recouvrements ouverts dont la combinatoire est particuliérement simple (1'in-
tersection de trois ouverts est vide, I'intersection de deux ouverts est vide ou
est un « cercle fantéme », et chacun des ouverts est affine et a « bonne ré-
duction » ), ce qui facilite les calculs a la Cech. Une des utilisations agréables
de ces découpages est la trivialisation de la construction de I'isomorphisme
de Hyodo-Kato (cette construction est, en général, assez pénible).

0.2.1. Découpage en shorts et jambes. Si Y est une courbe quasi-
compacte, on dispose d’une bijection entre les triangulations S de Y et les
modéles semi-stables de Y sur 0.

Choisissons donc une triangulation S et notons Yg le modéle semi-stable
de Y qui lui est associé. On suppose S assez fine pour que les composantes
irréductibles de la fibre spéciale Y;p soient lisses et deux d’entre elles s’inter-
sectent en au plus un point. On voit Y5 comme une courbe propre sur ko mu-
nie d’un ensemble A de points marqués a = (P,, pu(a)), avec A = A LI(A\A,),
ou :

e A. est I'ensemble des points singuliers (intersections de deux compo-
santes irréductibles), pour lesquels p(a) € Q¥ ,

esiaec A\ A, alors pu(a) =07 (les P, pour a € A\ A, sont les points
de Y;’p qu’il faut enlever pour obtenir la fibre spéciale au sens usuel).

Les composantes irréductibles de YSSp (qui sont donc propres et lisses)
sont en bijection avec S (on note Y5* la composante correspondant & s € S).

A partir de ces données, on fabrique un graphe I', dont les sommets
sont S, les arétes sont A, chaque aréte a ayant pour longueur p(a) et comme
extrémités les s € S tels que P, € YsP (et donc a € A, a deux extrémités
alors que a € A\ A, a une seule extrémité). Le graphe ainsi obtenu est donc le
graphe dual de la fibre spéciale au sens classique auquel on a ajouté des arétes
de longueur 0% aux sommets correspondant aux composantes irréductibles
non propres, une par point manquant.

Si s € S, le tube Y, de YP privé de ses points marqués est un short
(i.e. (le modele formel d’)un affinoide avec bonne réduction), et si a € A, le
tube Y, de P, est une jambe (i.e. une couronne ouverte) de longueur p(a) (on
a O(Yy) = Oc|[Tas,, Tus,))/(Tus, Tas, — D), si 51,52 sont les extrémités
de a).

Les Y;, pour i € I = S A., forment une partition de Y, mais si on veut
pouvoir reconstruire Y, il faut encore une donnée de recollement de Y et Y,
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si s est une extrémité de a. Le point P, détermine une valuation de rang 2 sur
0(Y5), et donc un cercle fantome Y, , (le choix d’un parameétre local fournit
un isomorphisme O(Y; 4) = O¢|([Tsa, Ty, ), complété de ¢ ([T o]][T; 4] pour
la topologie p-adique), et on aussi un cercle fantéme Y, s correspondant sur
Yq, et la donnée de recollement est un isomorphisme ¢45 : Yg s = Y, 4, i.e. un
isomorphisme O¢([Tsq, Ty ) = Oc([Tas, Ty d).

L’ensemble des données précédentes (i.e. I' = (S, A, A, 1), les Y; pour
i €1, les i pour (i,5) € Iac, ot Io . = {(a,s), a € A. et s extrémité de a})
est un patron de courbe. Ce qui précéde explique’ comment associer un
patron de courbe & une courbe munie d’une triangulation assez fine, et qu’on
peut reconstruire Y a partir de son patron. Réciproquement, on a le résultat
suivant, analogue adique® de résultats de Harbater [29] et Raynaud [42],
qui est un peu surprenant au vu de ’abondance de données de recollement
possibles.

Théoréme 0.9. Si (I, (Y;)ier, (tij) (i j)er..) est un patron de courbe, il existe
un unique couple (Y,S), ou'Y est une courbe quasi-compacte et S une tri-
angulation de Y, dont ce soit le patron.

Remarque 0.10. (i) On peut s’amuser a varier les longueurs p(a) des jambes
et multiplier les ¢; ; par des a; ; € OF ou, ce qui revient au méme, fixer les ¢; ;
mais remplacer Y, par Y%, avec O(Y) = Oc[[Tau,s,, Ta,s,)]/(Ta,s, Lo, — )
et ag € mo \ {0} (ou méme o, € m¢ si on se permet des courbes avec
des singularités nodales). Cela fournit (cf. n°3.6.3) des familles de courbes
paramétrées par des produits de boules ouvertes.

(ii) On peut aussi, avec les mémes techniques, fabriquer une courbe re-
lative sur Spa(Ajpnf, Aing) dont la fibre en p = p (cf. n°0.4.1 pour p) est Yy
et celle en p = 0 est une courbe singuli¢ére sur Oy dont le graphe dual est le
méme que celui de sa fibre spéciale (qui est aussi celle de Yg).

Remarque 0.11. (i) En dimension supérieure, si on part d’une variété analy-
tique quasi-compacte Y ayant un modéle semi-stable Yg sur O¢, assez fin, on
peut découper cette variété en prenant les images réciproques des éléments
du découpage naturel de la fibre spéciale. Chaque piéce est une fibration en
affinoides ayant bonne réduction au-dessus d’une polycouronne, et ces piéces
se recollent le long de fibrations en affinoides au-dessus de polycouronnes

7. Comme un dessin vaut mieux qu’un long discours, le lecteur est invité a
consulter les dessins du chap. 3 pour une représentation « physique » des objets
ci-dessus.

8. Ou plutot adoque, cf. (iii) de la rem. 2.2 et §3.1. La géomeétrie adoque est a la
géométrie adique ce que le ticket choc est au ticket chic, écho lointain d’une époque
épique https://www.youtube.com/watch?v=24Tw8qltPsY.
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fantdmes pour reconstruire Y. Cela devrait permettre de donner une des-
cription de la cohomologie de Y ne faisant intervenir que la combinatoire du
squelette de Y et la cohomologie d’affinoides avec bonne réduction et celle
de polycouronnes.

(ii) On peut se demander, en 'absence d’un théoréme de réduction semi-
stable général, quelles sont les piéces minimales dont on a besoin pour re-
construire toute variété quasi-compacte lisse. En particulier, quel genre de
piéces fournit la théorie des altérations a la Hartl [30] et Temkin [46] ?

0.2.2. Applications a la cohomologie. Le découpage précédent d’une
courbe en shorts et jambes permet de ramener ’étude de la cohomologie
des courbes & celle des shorts et des jambes et celle du graphe I". De ma-
niére générale, si H® est une cohomologie a coefficients dans un module A,
raisonnable (en particulier, H(Z) = A™(%) et, si Z est un cercle fantome,
on dispose d'une application résidu H'(Y; ;) — A ayant les propriétés ha-
bituelles), ce découpage fournit une filtration naturelle sur H'(Ys) dont les
quotients successifs ¥ sont :

HI(YS) = [HI(F,A) 7Hz’€[ Hl(Y:i)O *Hcl(F7A)* ]7

ou :

o HY(T,A) et HL(T', A) sont les groupes de cohomologie et de cohomologie
a support compact de I'espace topologique ' et HL(T', A)* est le A-dual de
HX(T,A); on a (cf. §1.2 pour la définition des fléches correspondantes) :

HY(T,A) = Coker(A® — A%) et HND,A)* = Ker(A* — A).

e H'(Y;)o est I'ensemble des classes dont tous les résidus en les cercles
fantomes a la frontiére de Y; sont nuls.

e La fleche H'(Ys) — H}X(I',A)* est celle envoyant une classe sur la
collection de ses résidus.

Remarque 0.12. (i) Le sous-groupe H'(I', A) apparait comme le conoyau de
[Tic; H'(Y:) — i jen. HO(Y;;); voir le (ii) de la rem.1.4 pour le lien
entre cette écriture et celle ci-dessus.

(ii) On dispose d’'un opérateur N, : H(T',Q)* — HY(I',Q) (de mono-
dromie) qui fait intervenir les longueurs u(a) des arétes. Cela munit H'(Y),
si A est un Q-module, d’un opérateur de monodromie N (cf. rem. 1.6).

9. La notation M = [ A—B—C } signifie que 'on a une filtration 0 = My C
My C My C M3 =M avec My = A, Mg/Ml = Bet Mg/MQ =C.
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Les cohomologies de de Rham, de Hyodo-Kato, ou proétale f-adique
(pour tout £) sont raisonnables, ce qui conduit au th.0.13 ci-dessous.

On note JY C S le bord analytique de Y, i.e. 'ensemble des s € S tels
que Y3? contienne des points avec p(a) = 07 (i.e. les s tels que la composante
irréductible correspondante de la fibre spéciale classique ne soit pas propre).
On pose Sipy = S\ Y, et on note 'y, le sous-graphe de I' obtenu en
supprimant les sommets de JY et les arétes ayant une extrémité dans 9Y.

Théoréme 0.13. (i) Si ¢ # p, alors H}(Y,Qu(1)) admet une filtration
naturelle dont les quotients successifs sont

He (Y, Qe(1)) = [ H'(T, Qu(1)) — TT H& (Y, Qe(1)) — HA(T, Qe)* .

seS

(ii) Hix (V)P admet une filtration naturelle de quotients successifs

H%IK(Y)Sep: [H F1I1t7 C 61;[ rlg(Ysp) @EI;IY r1g<Ysp)[1] o Hl(F C) ( )}
SEing

ou le [1] en exposant désigne le sous-espace de pente 1 pour l'action de ¢ et
le twist (—1) signifie que 'on multiplie l’action naturelle de ¢ par p.

Remarque 0.14. (i) Les termes des filtrations ci-dessus ne dépendent pas de S
car H} (P!, Q1)) =0 et Hrllg(Pl) = 0. Cela permet, en passant a la limite
sur tous les choix possibles, d’en déduire que tout est fonctoriel.

(ii) Pour Qy(1), le seul bonus de ce résultat par rapport a ce qui est dit ci-
dessus est I'identification (classique) de H} (Ys, Qe(1))o avec HY (Ys?, Qu(1)).

(iii) Pour Hjy, il faut se fatiguer un peu plus pour arriver au résultat :
I'identification (prop.5.20) de Hyy (Ys)g? et HL (YSp)m utilise la théorie de
Cartier. Le passage de H'(I', C') & H'(Diy, C) decoule du calcul (lemme 6.15)
de Dintersection de H'(I', C) et de I'adhérence de 0 dans HJz (Y).

(iv) Si Y est propre, on a Y = &, et la filtration du (ii) est a la base de
la construction de Coleman et Iovita [10].

(v) Le choix de r — p" fournit une section de la projection modulo
HY(T,Qq(1)). La formule « de Picard-Lefschetz » (rem. 6.4), qui fait inter-
venir I'opérateur de monodromie NV, décrit ce qui se passe quand on change
r—p.

En passant a la limite, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 0.15. Soit Y un affinoide surconvergent ou une courbe sans bord,
et soit S une triangulation de Y, assez fine.
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(i) Si ¢ # p, alors H!

proét Yy Qe(1)) admet une filtration naturelle de
quotients successifs

le)roét(ya Qé(l)) = [ Hl(ra Q5(1)> - HSGS Hélt(YtSspa Q€(1)> - I—Ic1 (F, Q@)* ]
(ii) Hyx(Y) admet une filtration naturelle de quotients successifs

Hii(Y) = [ HNT,C) — Tl es Hg

(VP) — HXT, C)*(=1) .
Remarque 0.16. (i) Pour la méme raison que ci-dessus, les termes des filtra-
tions ne dépendent pas de S.

(ii) Les actions de Aut(Y) sur Hrl)roét(Y, Qe(1)) et Hj(Y) fournissent
des représentations isomorphes (autant que faire se peut, i.e. aprés avoir
choisi un plongement de Q, dans C...). Si Y est défini sur une extension
finie K de Q,, les actions du groupe de Weil-Deligne WD de K sont aussi
isomorphes. Voir [41] pour une autre approche dans le cas propre.

(iii) En utilisant les résultats connus [5, 21, 49] sur la cohomologie étale
(-adique de la tour de Drinfeld (en dimension 1), le (ii) fournit une preuve
du th.0.4 de [15] qui donne une description de I'action de G' x G' x WDp
sur la cohomologie de Hyodo-Kato de la tour (dans [15], cette description est
obtenue en utilisant 1'uniformisation de courbes de Shimura, la compatibilité
local-global et 'isomorphisme entre les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld).
Couplé avec le th.0.7, cela permet de retrouver le th.0.8 de [15] dont la
preuve utilise aussi des méthodes globales.

0.2.3. Symboles et intégration p-adique. Soient X une courbe com-
pacte, B < X un plongement de la boule unité fermée dans X et Y laffi-
noide de X complémentaire de 'image de la boule unité ouverte. On a alors
OY)*/C* = O(Y)* /(1 + me), et Hii(X) = Hip (Y)*P. (Si on retire r
disques, alors Hp (V)P Hip (X) =2 C7 1)

Soit J la jacobienne de X. On munit J(C') de la topologie obtenue en
voyant J(C') comme l'ensemble des C-points de la variété analytique rigide
associée & J ce qui en fait un groupe de Lie sur C'; si J est de dimension g,
son algébre de Lie est isomorphe & CY et, si n € N est suffisamment grand
(disons n > ny), I'application exponentielle exp ; induit un isomorphisme de
(p"Oc)? sur un sous-groupe ouvert U, de J(C). Les translatés des U, pour
n > ng, forment alors une base de la topologie de J(C).

On déduit de la suite exacte de Kummer et du calcul [48] de H(Y, 6*),
une suite exacte

0— Qp® oY) — Hét(Y, Q,(1)) — J — 0,
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ot J est le revétement universel du groupe p-divisible de J, i.e. 'ensemble

lim z, = 0}.
n——oo

j: {(xn)nEZa Tn € J(C), D Tntl = T,

On en déduit, en comparant la suite exacte ci-dessus et celle du th. 0.1, le
résultat suivant qui est classique dans le cas de bonne réduction (ou pour les
groupes p-divisibles [22, 44]).

Théoréme 0.17. On a un isomorphisme naturel
tst 0 J = (B @ Hj (X))N=0e=p,

Remarque 0.18. Si X est définie sur une extension finie K de Q,, et si
C = C,, en utilisant des techniques d’intégration p-adique [6, 9, 11, 12] sur
les courbes, on peut donner une description explicite de cet isomorphisme.
Si J est I'extension universelle de .J , on dispose d’une application naturelle
G-équivariante (Lemme 12 ou § B.2 de [12])

(Byg ° J— j(BgR)

définie de la maniére suivante : si * = (xy)nez € J, on choisit une suite
bornée (Z,)nez de relévements des z, dans J (BIR), et on envoie z sur la

limite de p” - Z,,, quand n — 400, la multiplication par p™ étant celle sur J.
Alors

lst = logjO[/Bde

ot B @ H}jx(X) s’injecte dans Bl ®x Hlg(X) via tuk,
logy : J(BJg) = Blr ®x Hig(J)*

est le logarithme de J & valeurs dans son algébre de Lie, et on a des iden-
tifications H}g(J)* = Hiz(X)* = Hlz(X), la seconde étant fournie par le
cup-produit dans Hig(X) = K.

0.3. Preuves

Soient Y une courbe quasi-compacte, S une triangulation assez fine, Yg
le modeéle associé et (I, (Yi)ier, (ti,j)(ij)er..) le patron correspondant.

La preuve des th. 0.1 et 0.4 repose sur :

e la définition d'un groupe de symboles Symb,,(Y), :
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e la construction de régulateurs étale Symb,(Y) — H} (Y, Qp(1)) et
syntomique Symb,,(Y') — Hslyn(YS, 1) qui s’avérent étre des isomorphismes,
e une description de HY(Ys,1) en termes du complexe de de Rham et

de ses variantes.

0.3.1. Symboles. Soit Y une courbe quasi-compacte et soient C(Y) le
corps des fonctions rationnelles sur Y et Div(Y) le groupe des sommes
formelles > cy(cyna @, avec ny € Z pour tout z € Y(C) (on dit que
erY(C) ngx est a support fini si n, = 0 pour tout z sauf un nombre fini).

Si ¢ est un nombre premier, on définit le groupe de symboles Symb,(Y")
comme

n

{(fu)nen, fn € C(Y)*, Div(fn) € €"Div(Y), fas1/fn € (C(Y)*)""}
{(h"), hn € C(Y)*}

Symb,(Y) :=

On a une suite exacte

0— H' (I, Z(1)) = Symb,(Y) — Ker (] [ Symb,(VE™) = ][ Symb, (V™))
ie[ (i’j)elz‘c

ol les « gen » en exposant signifient « fibre générique » et les Symb,(V5")
sont définis comme ci-dessus en imposant que le diviseur de f,, soit & support
fini si Y; est une jambe (c’est automatique pour Y ou pour un short, par
quasi-compacité).

0.3.2. Régulateur étale. L’application qui, & une fonction, associe sa
classe de Kummer, fournit un régulateur étale Symb,(Y') — H} (Y, Z,(1)) et
la suite exacte de Kummer

0= (Z/")® O(Y)* = HL(Y,(Z/")(1)) = Pic(Y)[("] = 0
permet de montrer (cor.5.5) que ce régulateur fournit un isomorphisme
Symb(Y) = Hg (Y, Z(1)).

En utilisant la suite exacte ci-dessus, cela raméne le calcul de H} (Y, Z,(1))
a celui des groupes Symb,(YE™"). Si £ # p, ce calcul est trivial si Y; est une
jambe (lemme 4.4) et classique si Y; est un short (prop.5.10); on en déduit
le (i) du th.0.13 et la formule « de Picard-Lefschetz » (rem. 6.4, résultats on
ne peut plus classiques).
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0.3.3. Régulateur syntomique. Si ¢ = p, on utilise des méthodes syn-
tomiques pour faire le calcul. On note Syn(Ys, 1) le complexe total associé
au complexe double 1°

Hie[ F! ﬁ( ) H el ( z) ©® H(z J)EL : Ft ﬁ(Y ) H(z‘,j)GIQYCQl(Yi, ')d=0

J
R - p-s
P P P P

[Lies ﬁ(?i) — [Lies Ql( i) @ H (i,§)€El2, ﬁ({/ﬁ' i) — H(z‘,j)elz,gl(%:ﬁ)dio

c )

dans lequel, si Z = Y;,Y;;, O (2 ) est une A ps-algébre munie d'un frobe-
nius ¢ et d'une surjection ¢ : O(Z) — O(Z) dont la restriction & Acys est
Papplication de Fontaine 6 : Agis — O, FLO(Z) = Ker 0, et QL(Z) est le

module Q}i (Z)/Au . Il y a des choix naturels pour les & (Z ) qui simplifient

grandement les calculs H

e un short Y est obtenu par extension des scalaires a partir d’un schéma
formel Y, lisse sur O, et on pose ﬁ(ffs) = Agis ® O ﬁ(iv/s) (et on choisit un
o sur O(¥,)

e une jambe Y, de longueur r vérifie 0(Y,) = O¢|[[T1, T2]]/(T1To—p"), et
on pose ﬁ(?a) = Agis[[T1, T2]]/(ThTo — p"), ot p" € Agyis est un teichmiiller
vérifiant 6(p") = p” (et on prend ¢ défini par o(T;) =17, si i = 1,2).

Le complexe Syn(Ygs, 1) est le complexe double associé au cone

[ F1C4r(Ys) e Car(Ys) ],

ol C’dR(};S) est le complexe

[Tics ﬁdfi) — [Lies Ql(?i) S H(i,j)eb,c ﬁ( i) — H(w €l (?@J’)d=0

qui calcule la cohomologie cristalline logarithmique absolue de Y.
On note H é .(Ys, 1) les groupes de cohomologie du complexe Syn(Yg, 1).

On définit un régulateur syntomzque Symb,(Y) — Hg,,(Ys,1) en en-

syn

voyant (fn)nen sur le cocycle lim ( i Llog £ (f“ i) 10g(f’”)), ol fm €

n—00 f‘n i E P i
O(Y;) est un relévement de la restriction de f, a YZ- (il faut prendre un peu
de précautions en choisissant ces relévements car f,, peut avoir des zéros et

10. Le frobenius ¢ sur Q' est défini de telle sorte que pod = do .
11. L’anneau 0(Y; ;) ci-dessus correspond a 'anneau @ (Y; ;)¥P du n°6.3.4.
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des pdles, mais la limite est holomorphe car les multiplicités de ces zéros et
poles sont divisibles par p™). On prouve alors (prop. 6.24) que ce régulateur
syntomique induit un isomorphisme

Symb, (V) — Hy,(Ys, 1).
On commence par prouver le résultat pour les Y; (le cas des shorts (th.5.34)
est nettement plus délicat que celui des jambes (prop.4.11)), et on recolle.

0.3.4. Cohomologie syntomique et cohomologie de Hyodo-Kato.
Les groupes de cohomologie de Car (Y) = C®a., Car(Ys) sont les Hip(Y),
et les HﬁK(Y) sont, par définition, les groupes de cohomologie du Complexe
Car(Ys) := C ®a.. Car(Ys) (les extensions de scalaires se font via les
morphismes 0 : Aqis — Oc et Oy : Acris — ﬁé du n°0.4.1).

Par ailleurs, on peut (lemme 6.19) modifier légérement C’dR(?S) pour
obtenir un complexe Cyr(Ys) quasi-isomorphe, de telle sorte que 'inclusion
Oy — Agris induise un morphisme de complexes CdR(Ys) - Qp® CdR(YS)
commutant & ¢, et section de Q, ® CdR(YS) — CdR(YS), ce qui fournit
(quasiment gratuitement) des isomorphismes

Q, ® Hig(Ys) 2Bl @ s Hik(Y) et wnx: Hig(Y) = C® s Hig(Y).

En jouant avec les différentes présentations possibles du coéne ci-dessus,

on obtient une suite exacte

0—=0(Y )/C%Qp syn(YS71) %Qp@)HéR(?S)QP:p
Hl(K ﬁ) - QP ® Hszyn(Y57 1) -

Si Y est compacte, 0(Y) = C et la fleche Q, ® H(Ys)?=F — HY(Y,0)
est surjective, alors que si Y n’est pas compacte, H!(Y, ) = 0. Si Y est un
affinoide, cela fournit donc une suite exacte

0= O(Y)/C = Q& Hy (Vs 1) = (B, ® o Hirc (V)7 = 0.

Pour passer de Hyy (V) & Hip (V)P il s’agit de comprendre le lien entre
(Qp® O(Y)**)/exp(O(Y)) et I'adhérence de 0 dans (B}, ® »Hjy (Y))?P.

Cr1s
Localement, ceci entre dans I'isomorphisme Symb,, (V") = Hslyn(Yi, 1) (im-
plicitement pour les jambes (prop.4.11) et explicitement pour les shorts

(prop. 5.32)) et le cas général s’obtient par recollement (th. 6.30).
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Remarque 0.19. On dispose de vrais isomorphismes

Hélt(Y7 Zp(l)) & Symbp(y) - Hslyn(Y57 1)7
ne faisant pas intervenir de dénominateurs (au moins si p # 2). Les dénomi-
nateurs apparaissent dans la description de H éR(?s) en termes de Hyy (Y);
ces dénominateurs dépendent des longueurs des jambes de Yg (plus ces
jambes sont courtes et plus les résultats sont imprécis). Si Y est un affi-
noide, on a une suite p*-exacte (th.6.30) :

0 Z,®O(Y)™* = HL (Ys,1) = (Hiz(Ys)*P)¥=P — H'(Ys, 0),

syn

et H'(Ys, 0) est tué par une puissance de p.
0.4. Quelques notations et définitions

0.4.1. Anneaux de périodes. On fixe un morphisme r — p" de (Q, +)
dans (C*, x) prenant la valeur p pour r = 1. Cela fournit aussi un morphisme
r +— p" du monoide Q. dans W(ﬁ%) = Ajr C Ag, avec 7 = [(p’”)b] et
(p") = (p",p’?,...). On note

0o : Acris — ﬁé et 0:Aqis — Oc
les morphismes usuels (on a 6(p") =p” sir >0, et Op(p") = 0si r > 0).

0.4.2. Séries entiéres. Si A est un anneau topologique séparé et complet
pour la topologie I-adique, ou I est un idéal de A de type fini et contenant
p, et si x = (x1,...,24), on note :

e Al[z]] l'anneau des séries enticres Y, na aiz’, a; € A pour tout i,

o A(x) le sous-anneau de A[[z]] des Y, s aiz’, a; — 0 quand i — oo,

e A[z]]" le sous-anneau de A[[z]] des >, ne @iz’ tels qu'il existe 7 > 0
tel que a; € p/"I1 A, pour tout 1,

o A[[T, T~ 1) le complété de A[[T]][T~!] pour la topologie I-adique.

0.4.3. Boules, couronnes, cercles fantémes. On appelle 2 boule unité
ouverte un schéma formel de la forme Spf(O¢[[T]]). Une jambe Y est un
schéma formel de la forme Spf(O¢[[T1,T3]]/(ThT2 — «)), avec o € m¢. La

12. On renvoie au n°3.1.2 pour un point de vue adoque sur ces objets.
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longueur '3, de Y est v, () et on l'oriente en choisissant 7} comme paramétre
local (choisir T» a la place renverse l'orientation). On appelle cercle fantome
un schéma formel de la forme Spf(Oc[[T, T~1)).

La fronti¢re de la boule unité Spf(Oc[[T]]) est Spf(Oc[[T,T~1)) (un
cercle fantome). La frontiére de la jambe Spf(Oc|[T1,T»]]/ (1112 — «)) est
la réunion disjointe de Y3 = Spf(O¢([T1, Ty 1)) et Ya = Spf(Oc([T, Ty b))
(deux cercles fantoémes). Dans les deux cas, la frontiére est incluse dans 1’es-

pace.

Si Y est un schéma formel sur ¢, on pose O(Y8™") = ﬁ(Y)[%]. On
renvoie & I'appendice (en particulier au § A.4) pour des considérations sur

les fibres génériques.

0.4.4. Résidus. Si Y est un cercle fantome Spf(Oc[[T,T1)), on note
QYY) le module O[T, T~1) % des formes différentielles continues sur Y. Si
w =Yz arTFL on définit 1* son résidu Resy (w) (ou simplement Res(w))
par la formule Resy (w) = ayp.

Si Y est une couronne Spf(O¢|[T1,T»]]/(ThiTe — «)), on note Q(Y)

le module ﬁc[[Tl,%]]d%l des formes différentielles continues. Si

W= pez aledelll, on définit son résidu Resy (w) par la formule Resy (w) =
ap. Notons que Resy (w) dépend de l'orientation de Y : comme dTT;l + % =0,
changer l'orientation change le signe de Resy (w). Notons aussi que, si Y1, Y
sont les cercles fantomes a la frontiére de Y, on a Resy (w) = Resy, (w) =

—Resy, (w).
1. Cohomologie des graphes

Ce court chapitre contient des définitions de base concernant les graphes.
Comme nous le verrons, on peut associer a une courbe analytique X (resp. a
un modéle semi-stable Xg de X) deux graphes, a savoir son squelette ana-
lytique I'**(X), cf. n°2.3.3, et le graphe dual I'(X*®P) de sa fibre spéciale,
cf. §8.2, (resp. T'(9) et T(X) = T'24(S), cf. n°2.3.4 et §2.4). Si X est une
courbe sans bord, ces deux graphes sont égaux mais, si X a un bord, le
squelette I'**(X) est naturellement muni d’une métrique, alors que I'(X*P)

13. Elle ne dépend pas du choix de l'uniformisante 7; grace au lemme 4.2 :
l'inclusion de A := O[Ty, T3]/ (T1 Ta —«) dans Oc[[T;, T; ) fournit, si u € (A[%])*,
des couples (v (u), v} (u)) et (va(u), v4(w)) qui, siw € O(Y), sont reliés par la formule
valu) = v (u) + v (w)v, (@) et vh(u) = —v} (u).

14. L’indépendance de ce résidu par rapport au choix de T résulte du lemme 4.2 :
siu € (Oc|[T, T~1))*, on a Res(%“) = v'(u) (indépendant du choix de T') et le cas
général s’en déduit par linéarité et continuité.
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est seulement muni d’une semi-métrique et son séparé est I'*"(X). La raison
pour laquelle nous nous intéressons & ces notions est que la cohomologie de
X (resp. Xg) a une décomposition naturelle faisant intervenir la cohomologie
de T(X*P) (resp. ['(XJ)).

1.1. Graphes

1.1.1. Sommets et arétes. Un graphe' T est un espace topologique
séparé muni d’'un sous-ensemble discret S (les sommets de T') tel que les
composantes connexes de I' \ S (les arétes de T") soient des courbes réelles
sans bord (i.e. homéomorphes a des segments ouverts ou des cercles).

On note A I'ensemble des arétes. Si a € A, on note S(a) 'ensemble des
s € S dans I’adhérence de a (les extrémités de a) et @ 'adhérence de a dans I'
(réunion de a et S(a)). Alors S(a) contient au plus deux points. Remarquons
que, si I' est connexe, et si A contient une aréte a sans extrémité, alors I' = a
(et S = et A= {a}); dans le cas contraire, toutes les arétes ont au moins
une extrémité et, en particulier, ce sont toutes des segments.

On note A, I’ensemble des arétes a telles que @ soit compacte.

1.1.2. Orientation. On dit que I' est orienté si toutes les arétes sont
munies d’une orientation. Dans ce cas, on peut différencier les extrémités
d’une aréte a, et on note sj(a) l'origine de a et so(a) le bout de a (s'ils
existent : si I' n’est pas un cercle sans sommet, alors a a une origine et un bout
si et seulement si a € A., notons que rien n’empéche alors que s2(a) = s1(a);
si I" n’est pas un segment sans sommet, alors une aréte n’appartenant pas a
A, a soit une origine, soit un bout, mais pas les deux a la fois).
Soit I un graphe orienté. Si s € .S, on pose

A(s)T ={a€ A, si1(a) =3}, A(s)” ={a € A, sz(a) = s},
A(s) = A(s)TUA(s)™, A.s) = A(s) N A,

et donc A(s) (resp. Ac(s)) est 'ensemble des arétes (resp. arétes relativement
compactes) dont une des extrémités est s. Le cardinal de A(s) est la valence
de s.

1.1.3. L’ensemble ﬁ:_ des longueurs. On note ﬁi I’ensemble constitué
des :

e 7, pour r € R* LU {00,200},

e " pour r € Ry U {oo},

e 7T pour r € Ry.

15. Tous nos graphes sont supposés localement finis, i.e. tout point de I' a un
voisinage U tel que U N (T'\ S) n’ait qu'un nombre fini de composantes connexes.
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1.1.4. Métrique. On dit que I' est métrisé si, pour toute aréte a, son
adhérence @ est munie d’'un homéomorphisme sur un intervalle de R (pas
forcément de longueur finie) ou un homothétique du cercle unité. On note
alors p(a) € R} U {00,200} la longueur de I'aréte a (i.e. la longueur de
I'intervalle ou du cercle correspondant), en posant pu(a) = oo si lintervalle
de R est une demi-droite et pu(a) = 200 si cet intervalle est R tout entier.
Un graphe métrisé est naturellement un espace métrique.

On dit que I' est semi-métrisé si :

e [’adhérence @ de tout a € A, est munie d’'un homéomorphisme sur
un intervalle (compact) de R ou un homothétique du cercle unité.

e [’adhérence @ de tout a € A\ A, est munie d’une application conti-
nue @ — R induisant un homéomorphisme d’un sous-intervalle @’ contenant
Iextrémité éventuelle de a sur un sous-intervalle de R, et contractant les
bouts de a, i.e. les composantes connexes de @ \ @ (au nombre de 0, 1 ou 2)
en des points.

On définit la longueur p(a) € ﬁi, sia € A, par :

e Siac A alors pu(a) € R} L {00,200} est la longueur de I'intervalle
ou du cercle correspondant.

o Siaec A\ A et sir e R} U{o0,200} est la longueur du segment
correspondant, alors u(a) = r (resp. p(a) = v+, resp. u(a) = r*T)sia\a@
a 0 (resp. 1, resp. 2) composantes connexes. (Le nombre de + est le nombre
de bouts.)

Remarque 1.1. Si I' est semi-métrisé, on peut fabriquer & partir de I' un
graphe T’ métrisé, appelé le séparé de T, en remplacant @ par @ si a € A\ A,
(i.e. en contractant tous les bouts d’arétes de longueur nulle) et en rajoutant
les extrémités de @’ aux sommets (par exemple, si a a une extrémité s, et si
@’ est compact, alors une des extrémités de @’ est s et 'autre est un nouveau
sommet).

Pour retrouver I' & partir de T, il faut rajouter des arétes de longueur
nulle et supprimer les sommets dont la valence est passée de 1 a 2.

Un graphe semi-métrisé est dit :
e compact s’il est métrisé et 'espace métrique associé est compact,
e quasi-compact si son séparé est compact,
e complet s’il est métrisé et I’espace métrique associé est complet.

Il est facile de vérifier que :
o ' est compact si et seulement si il est quasi-compact et complet.
e I' est compact si et seulement si S est fini et A = A..
e Un graphe fini est complet si et seulement si les éléments de A \ A,
sont de longueur oc.
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1.2. Cohomologie

Soient I' un graphe orienté ayant un nombre fini de composantes connexes
et L un groupe abélien.

1.2.1. Cohomologie et cohomologie a support compact. On dispose
des groupes de cohomologie H*(I", L), pour i = 0, 1, et de cohomologie & sup-
port compact H:(T, L), pour i = 0, 1. Alors dimy, H°(T', L) est le nombre de
composantes connexes de I' et dimy H(I', L) est le nombre de ses compo-
santes connexes compactes.

Les groupes HY(T', L) et H}(T', L) ont une description combinatoire trés
utile. Si X = A., A, S, on note LX Pespace des fonctions ¢ : X — L et LX)
le sous-espace de LX des fonctions a support fini. On dispose d’applications

0:I5 5 A ot 0: L) L),

définies par :

9¢(a) = ¢(s2(a)) — ¢(s1(a)).
Alors

HYT',L) = Coker[0: L¥ — L] et HXT,L)= Coker[d: L) — LW)].

Remarque 1.2. (o) Si T est compact, alors H}(I', L) = H(T', L).

(i) Si A ne contient pas d’aréte sans extrémité, alors S rencontre toutes
les composantes connexes de I' et H(I', L) = Ker [8 (L8 — LA“], et si A
ne contient pas de cercle, alors S rencontre toutes les composantes connexes
compactes, et HO(T', L) = Ker[0 : L(S) — L],

(ii) Si S est fini, la restriction a A, d’une fonction sur A induit une suite
exacte :

0— H)T,L) — H'(T,L) —» L™ — HY(T, L) - HY(T, L) — 0.

En particulier, si I" est connexe et non compact (et S fini), on a une suite
exacte :

0— L— L™ 5 HY(I',L) — HYI', L) — 0.
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1.2.2. L’opérateur 9*. Comme I est supposé localement fini, on dispose
d’applications

o LA L% et 0% LW - L)
définies par

os)= S sla— 3 o),

a€cA(s)t a€A(s)~

Les espaces L et LA sont les duaux de LK) et LA et 9* est I'adjoint
de 0. Il s’ensuit que :

Ker[0* : LA — L%] = HX(T, L)*.

Remarque 1.3. Si s € S, notons 07 : LAG) 5 L1s} 1a restriction de 9*.
Comme L4 = Ker[Hs LAG) LAC} (car a € A, apparait dans exactement
deux A(s)), on a aussi

H)(T,L)* = Ker| [ [ Ker[0F : LA — LI5}] — L4].

1.2.3. Graphes bipartites marqués. A partir d’un graphe semi-métrise
I' = (S, A, ), on peut fabriquer un nouveau graphe I'? = (I, I, 1) en
rajoutant un sommet sur chaque aréte relativement compacte (ce qui découpe
l'aréte en deux), et en donnant au nouveau point une multiplicité égale a
p(a); la structure obtenue est appelée un graphe bipartite marqué (bipartite
car les sommets sont de deux types possibles : des sommets standard et
des sommets de valence 2 munis d’une multiplicité). Les ensembles I des
sommets, I des arétes et I3 . des arétes relativement compactes de '® sont
donnés par

I=A.U8, Ir,={(a,s), ac A, s€S(a)}
I, ={(a,s), a € A, s€ S(a)}.

Ona I, = 1270 U (A\AC)

Remarque 1.4. (o) La construction ci-dessus peut s’inverser et permet de
construire un graphe semi-métrisé & partir d’un graphe bipartite marqué.

(i) Le graphe '@ posséde une orientation naturelle : toute aréte de T'(?)
a exactement une extrémité appartenant a .S, et on prend cette extrémité
comme origine.

(ii) Le graphe I'® est, topologiquement, homéomorphe a T, et donc a
méme cohomologie. Il s’ensuit que les complexes naturels K1 — Kl2c et
K — KT calculent aussi la cohomologie de T
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1.2.4. Monodromie. Si I' est métrisé ou semi-métrisé, et si pu(a) € Q
pour tout a € A., on définit un opérateur de monodromie,

N,:HXT,L)* — H'(T,L)

en prenant la composée de p : K4 — K4¢, qui envoie ¢ sur la restriction a
A. de (a+— p(a)¢(a)), et de 'application naturelle K4 — HY(T, L).

Remarque 1.5. Si I' est compact et métrisé, alors IV, est un isomorphisme.

Remarque 1.6. Soit M un A-module admettant H!(I', A)* comme quotient
et HY(T',A) comme sous-objet, oit I est un sous-graphe de I'. Alors M
est naturellement muni d’un opérateur de monodromie N défini comme la
composée :

M — HY T, A 2 YT, A) - HY T, A) = M,

ot les fleches autres que N, sont les fleches évidentes. Si 'image de H (I, A)
dans HY(T', A)* est nulle, alors N est nilpotent d’exposant 2 (i.e. NoN = 0).

2. Courbes analytiques

Soit C' un corps algébriquement clos, complet pour une valuation v, (a
valeurs réelles) vérifiant v,(p) = 1. Le but de ce chapitre est de rappeler
rapidement les principaux résultats concernant la structure des courbes ana-
lytiques sur C. Nous renvoyons le lecteur a [1], [2], [20] pour plus de détails
et les preuves des résultats énoncés ci-dessous.

Une courbe analytique (ou simplement courbe) est un espace rigide analy-
tique séparé, purement de dimension 1 et lisse (sur le corps de base). L’espace
de Berkovich associé & une courbe sur C est une courbe C-analytique quasi-
lisse au sens de [20] (une telle courbe peut donc avoir un bord non vide).
Pour simplifier, nous supposerons sans mention explicite du contraire que les
courbes sont connexes. Si K est un sous-corps fermé de C, une telle courbe
Y est dite définie sur K si elle est obtenue, par extension des scalaires, a
partir d’'une K-courbe Y.

2.1. Structure globale d’une courbe

Une C-courbe analytique est soit propre (auquel cas c’est ’espace analy-
tique associé & une courbe projective), soit une réunion croissante d’affinoides
de dimension 1 et méme une réunion croissante stricte (chaque affinoide est
inclus dans l'intérieur du suivant) si la courbe est sans bord (et non propre).
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Plus généralement et plus précisément, soit K un sous-corps fermé de C
et soit X un K-espace analytique séparé, de dimension 1 (non nécessairement
lisse).

e Si X est quasi-compact et irréductible, alors X est affinoide ou projec-
tif, i.e. Panalytifié d’une courbe algébrique projective sur K [25, th.2]. Du
point de vue de la théorie de Berkovich, toute courbe analytique compacte
(en tant qu’espace topologique) et irréductible X est isomorphe & un do-
maine analytique d’une courbe projective, et X est affinoide si et seulement
si le bord de X est non vide |20, th.6.1.3, cor.6.1.4].

e Si X est quasi-compact et purement de dimension 1, on peut décrire
les affinoides de X comme suit. Si f est une fonction méromorphe globale
sur X, notons Uy I'ensemble des x € X pour lesquels f est analytique au
voisinage de x et vérifie | f(x)| < 1. Tout affinoide U de X est de la forme Uy
[25, th. 3] et, si X = Y®" pour une courbe algébrique projective Y, f peut
étre choisie rationnelle sur Y. Si de plus Y est connexe et réguliére 16 et si
[ est une fonction rationnelle, mais pas réguliere sur Y tout entier, alors Uy
est un affinoide [25, prop. 2, p. 168].

Supposons de plus que X est connexe. Alors X est paracompact (i.e.
posséde un recouvrement affinoide localement fini), en particulier X est une
réunion dénombrable croissante d’affinoides, cf. [38] et |20, th.4.5.10]. Plus
précisément, le résultat principal de [38] montre que X posséde un modéle
formel X plat, séparé et localement de type fini sur Ok, et X posséde un
recouvrement localement fini par des ouverts affines. De plus :

e Si X est lisse, on peut imposer & X d’étre semi-stable, i.e. les singularités
de la fibre spéciale sont nodales.

e Si X est lisse, rappelons que X est dit quasi-Stein s’il posséde un
recouvrement affinoide admissible croissant (X,),>1 tel que les fléches de
restriction Ox (Xp4+1) — Ox(X,,) aient une image dense pour tout n. Si X,
est relativement compact dans X,,41 pour tout n, ’espace est dit Stein. De
plus, si X est Stein et lisse les composantes irréductibles de la fibre spéciale
de X sont propres.

Enfin, tout affinoide connexe, de dimension 1 et lisse sur C' est un do-
maine affinoide d’une courbe propre et lisse, et s’obtient en retirant une
famille finie de disques ouverts, deux a deux disjoints, de cette courbe [48]
(voir aussi la prop. 3.15).

16. Sans cette hypothése de régularité le résultat qui suit tombe en défaut.
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2.2. Affinoides

2.2.1. Algébres de Tate. Soient K un sous-corps fermé de C'; d’anneau
des entiers O, d’idéal maximal mg et de corps résiduel kgx. Si Y est un
affinoide sur K, on note :

e 01 (Y) le sous-anneau de (Y) des fonctions a valeurs entiéres, i.e. de
norme spectrale < 1.

e OTT(Y) I'idéal me ®g, OT(Y) de 0F(Y), i.e. I'idéal des fonctions de
norme spectrale < 1.

e O(Y)** le sous-groupe 1+ 01+ (Y) de O(Y)*.

SiY est un affinoide réduit sur K et si K est de valuation discréte ou bien
algébriquement clos, alors 07 (Y) est une algébre de Tate sur Ok, i.e. une
algebre de la forme Ok (x1,...,xy)/1, ou I est un idéal de type fini, Ok-
saturé. Cela résulte du théoréme de finitude de Grauert-Remmert-Gruson
[39, th.3.1.17] et du théoréme de Gruson-Raynaud [39, th.3.2.1].

Lemme 2.1. Si f € O(Y)**, alorslog f € O(Y).
Démonstration. On peut écrire f =1+ g avec g € OTT(Y), et alors log f =
D1 (_1)%19”’ et la série converge dans O(Y). O

n

2.2.2. Bord, frontiére, cercles fantémes et résidus. Soit Y un affi-
noide sur C. La kg-algebre O(%) := 0T (Y)/ 0T (Y) = 07(Y) ®g,, ke est
de type fini sur k¢ (cela résulte du lemme de normalisation de Noether et de
[39, th.3.1.17]). On appelle % := Spec(0 (%)) la réduction canonique de Y.
L’application de réduction r : Y — % est surjective et anti-continue 7 et
la fibre de r en tout point maximal de % est un singleton. L’image inverse
de 'ensemble des points maximaux (i.e. points génériques des composantes
irréductibles) de % est le bord de Shilov de Y, i.e. le plus petit fermé de Y sur
lequel toute fonction |f| (f € €(Y)) atteint son maximum. Si Y est réduit
et si U est un ouvert affine de %, le tube JU[= r~1(U) de U est un affinoide
de Y et sa réduction canonique s’identifie & U [24, lemma 4.8.1].

Soit Y un affinoide lisse, de dimension 1 sur C'. Alors % est une courbe af-
fine sur k¢ (en général ni lisse, ni irréductible) sans multiplicités. Le bord 0Y
de Y (vu comme espace de Berkovich) coincide avec le bord de Shilov de Y
et est en bijection avec I’ensemble des composantes irréductibles de % : si
s € Y, la composante irréductible %5 qui lui correspond est affine et définit
une valuation (de Gauss) v, sur 0(Y), et donc un point de type 2 de I'espace
de Berkovich associé a Y.

17. On considére ici Y comme espace de Berkovich, pas comme espace rigide
analytique.
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Si s € dY, on associe & s un ensemble Ag(s) (qui sera un ensemble
d’arétes de sommet s quand on aura défini le graphe dual de la fibre spéciale
de Y). Cet ensemble est en bijection avec les points de W N\, o0 ¥y est
la compactifiée de la courbe % par des points lisses. Si a € Ay(s), on lui
associe :

e un point P, de Z 4\ %,

e une valuation v, de rang 2 sur O(Y) par vs o(f) = (vs(f),vp, (a1 f)),
ot a € C vérifie vy(a) = vs(f).

Siw e QNY), et si a € Ag(s), on définit le résidu Res,(w) comme le
résidu de la restriction de w a Y, ¢ (i.e. le coefficient o dans le développement

Wy, . = Dokez aka%). Onad sy Zaer(s) Res, (w) = 0.

Remarque 2.2. (i) Comme P, ¢ %;, si a € Ap(s), la valuation v, , n’est pas
totalement positive sur 07 (Y) et vs, est un point (de type 5) du bord

Y™ =Spa(0(Y), Oc + 67 (Y)) \ Spa(0(Y), 6 (Y))

de l'espace adique associé a Y.

(i) SiT € Fr(O(Y)) vérifie vs o(T') = (0,1), 'anneau des entiers du com-
plété de Fr(0(Y)) pour vs, est Oc[[T,T~1). Le schéma formel Y, s associé
est un « cercle fantéme », obtenu en « retirant » tous les points visibles du
cercle Sp(C(T, T~1)).

On définit la frontiere 9*1Y de Y comme la réunion '® des cercles fan-
tomes Ys 4, pour s € 9Y et a € Ag(s). L’application vs 4 — Y5, fournit une
bijection de 0Y24 sur 'ensemble de ces cercles fantomes, et la frontiére peut
aussi étre vue comme le « bord adique » de Y.

(iii) I1 y a (au moins) deux maniéres de se représenter une courbe p-
adique : soit comme un graphe (a la Berkovich ou & la Huber), soit comme
une surface de Riemann. Dans ce texte, nous allons privilégier la seconde
représentation et construire des courbes en recollant des affinoides et des
couronnes le long de cercles fantdémes. Cette opération ne semble pas étre
licite dans les cadres classiques (rigide, Berkovich, adique, ou schéma formel) ;
pour lui donner un sens, la solution est de modifier un peu la structure
de schéma formel p-adique en munissant la fibre spéciale d’une topologie
proche de celle de Berkovich au lieu de la topologie de Zariski; cela méne
a la géomeétrie adoque ' du §3.1. La méme opération dans le cadre adique
revient a recoller des graphes en des points (de type 5), ce qui peut donner

18. Que l'on peut voir comme contenue dans la courbe adoque associée a Y,
voir n° 3.1.4.
19. Interpolation entre adique et ad hoc...
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I'impression qu’il y a une unique maniére de faire le recollement, alors que le
point de vue des surfaces de Riemann suggére une analogie avec la théorie
de Teichmiiller, qui semble plus proche de la réalité.

2.3. Modéles semi-stables des courbes analytiques [20, 2, 45]
Soit X une C-courbe analytique (lisse et connexe).

2.3.1. Bord et frontiére. Si X n’est pas propre, alors X est la réunion
croissante d’affinoides Y,,. On définit le bord 0X de X comme la limite
Un( Nke>n 8Yk) des 9Y,,, et la frontiere 924X de X comme la limite des
0*1Y;,. (Notons que des points de dY,, peuvent ne pas faire partie du bord
de Y41 et donc pas non plus de 0X.)

2.3.2. Noeuds. Rappelons [20, 3.3.2] que les points de X se répartissent
en 4 types suivant la forme de leur corps résiduel complété. Si Y C X,
on note Y};) I'ensemble de ses points de type i € {1,2,3,4}. On note aussi
Yi2,3) = Y[z U ¥[3}, etc. En particulier X[;; = X(C) est I'ensemble des points
rigides de X, et pour tout z € X le corps résiduel de C(z) (corps résiduel
complété de z) est le corps des fonctions d’'une courbe projective lisse sur
kc, appelée courbe résiduelle en x. Le genre de x € X[g) est alors le genre de
cette courbe résiduelle.

On dit que x est un noeud de X s’il ne posséde pas de voisinage qui est
une couronne ouverte. Cela inclut les points de type 2 et de genre > 1 et les
points du bord 0X de X. On note ¥(X) l'ensemble des noeuds de X.

2.3.3. Squelette analytique. Soit X une courbe sur C (lisse et connexe).
Le squelette analytique de X est I'ensemble I'*(X) des points de X n’ayant
pas de voisinage qui est un disque ouvert ; c’est un sous-graphe fermé de X,
localement fini et métrisé, composé de points de type 2 ou 3 |20, 5.1.11].
L’ensemble des noeuds X (X) de X est une partie de I'*"(X), que 'on prend
comme ensemble des sommets de I'*"(X). On note A*"(X) (resp. A2*(X))
I'ensemble des arétes (resp. arétes relativement compactes) de I'**(X).

Remarque 2.3. (i) Si X est compacte en tant qu’espace de Berkovich, alors
'™ (X) = & si et seulement si X = P! [20, 5.4.16]. Sans hypothése de com-
pacité I’énoncé tombe en défaut, par exemple Al et les disques ouverts ont
aussi un squelette analytique vide. (Sur un corps assez gros, i.e. sphérique-
ment complet et & groupe de valuation R, ce sont les seuls exemples mais
sur un corps non sphériquement complet, le complémentaire d’un point de
type 4 dans P! n’est pas de ce type, et il y a méme des exemples de telles



Cohomologie des courbes analytiques p-adiques 537

courbes qui ne se plongent pas dans P! sur C bien qu’elles se plongent dans
P! sur un corps assez gros [37, prop. 5.5].)

(if) SiI'**(X) # @, alors ¥(X) = @ si et seulement si X est une couronne
ouverte généralisée >’ auquel cas I'**(X) est un segment ouvert, ou bien X
est une courbe de Tate auquel cas I'*"(X) est un cercle.

(iii) Si I'™(X) # @ et si X n’est pas une courbe de Tate, les arétes
de I'*(X) correspondent & des sous-couronnes ouvertes généralisées de X,
la longueur de 'aréte étant la largeur de la couronne correspondante. Plus
précisément :

o une aréte de longueur finie p(a) correspond a une couronne ouverte
généralisée >l o < vy(2) < B dont la largeur est u(a) = 8 — .

o une demi-droite correspond & un disque ouvert épointé (de largeur oo
car 3 = 400),

o une droite correspond a G, (de largeur 200 car @« = —o0, 8 = +00).

(iv) SiIr*™(X) # @, alors I'* (X)) est compact si et seulement si X est un
affinoide ou une courbe propre. En effet, I'*"(X) est un sous-graphe analyti-
quement admissible |20, th.5.1.11], donc admissible de X (cf. |20, 1.5.1,5.1.3|
pour ces notions) et la rétraction canonique?? r : X — I'*(X) est continue
et compacte [20, th. 1.5.16]. Donc I'**(X) est compact si et seulement si X
'est (en tant qu’espace de Berkovich) et on conclut en utilisant les résultats
énoncés dans 2.1.

On définit le squelette adique T'*4(X) en rajoutant a I'**(X) des arétes
non relativement compactes de longueur 07 en les sommets s de X, une
par cercle fantéme de 9*4X au bord de s.

2.3.4. Triangulations. Une pseudo-triangulation S de X est un sous-
ensemble discret et fermé de X, formé de points de Xy, tel que les com-
posantes connexes de X \ S soient des disques ouverts ou des couronnes
ouvertes généralisées. Le squelette I'(S) de S est le sous-graphe fermé de
X tracé sur Xpp 3, ayant pour sommets S et pour arétes les squelettes des
composantes connexes de X \ S. On définit le squelette adique T34(S) en
rajoutant a I'(S) des arétes non relativement compactes de longueur 0 en
les sommets s de X, une par cercle fantome de 924X a la frontiére de s.

20. Une couronne ouverte généralisée est une courbe qui, aprés extension des
scalaires & un corps assez gros, devient une couronne ouverte ou un disque ouvert
épointé ou G,,.

21. Si laréte appartient a A2"(X), on obtient une vraie couronne et § — a € Q.

22. Siz ¢ I'*(X), r(z) est 'unique point du bord de la composante connexe de
x dans X \ I'**(X).
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On dit que X est compacte (resp. quasi-compacte, resp. compléte), si
I'24(S) est un espace métrique compact (resp. espace quasi-compact, resp. es-
pace métrique complet), pour toute pseudo-triangulation S.

Remarque 2.4. (i) Les courbes compactes sont les analytifiées des courbes
algébriques propres.

(ii) Les courbes connexes quasi-compactes mais non compactes sont les
affinoides connexes.

En effet, pour les deux assertions il suffit de raisonner comme dans la
preuve du point iv) de la rem. 2.3, en utilisant la rétraction canonique de X
sur I'(.9).

(iii)) Une courbe compacte est compléte, mais on peut fabriquer des
courbes complétes non compactes : par exemple, en retirant un nombre fini
de points & une courbe compacte ou, plus généralement, un sous-ensemble
compact (comme pour le demi-plan de Drinfeld), ou en prenant un revéte-
ment fini étale d’une courbe compléte non compacte.

Une triangulation de X est une pseudo-triangulation telle que les com-
posantes connexes de X \ S soient relativement compactes dans X (en parti-
culier, ce sont des disques ou de vraies couronnes et pas des disques épointés
ou des Gy,).

Si S est une pseudo-triangulation de X, alors S contient ¥ (X). Si I'**(X)
est compact, et si X(X) # @, alors I'*"(X) est une triangulation de X, et
méme la plus petite triangulation de X [20, 5.4.12]. Si A**(X) # A2"(X),
pour construire une triangulation on a besoin de subdiviser les arétes non re-
lativement compactes de I'*(X) en une infinité d’arétes, et donc de rajouter
une infinité de sommets a 3(X).

Remarque 2.5. (i) Un résultat fondamental de la théorie est l'existence de
triangulations pour toute courbe analytique sur C. C’est une conséquence
du théoréme de réduction semi-stable (cf. [1, ch.1]), mais peut aussi se dé-
montrer « directement », par une étude de la structure locale des courbes
[20, th.5.1.4]. Plus précisément, tout ensemble fermé et discret, constitué de
points de type 2 est contenu dans une triangulation de X. Si X est com-
pacte (en tant qu’espace de Berkovich), alors la réunion des squelettes des
triangulations de X est Xp3 et X est homéomorphe a la limite inverse de
ces squelettes.

(ii) Une triangulation de X permet de découper X en shorts et jambes
(cf. n°3.5.2 pour une version précise), ce qui permet de décrire X a partir
d’objets plus simples.

(iii) Si X est partiellement propre, une pseudo-triangulation fournit un
recouvrement de X par des pantalons (cf. n°8.4.1), qui permet aussi de
décrire X & partir d’objets plus simples.
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(iv) Ces deux descriptions de courbes analytiques joueront un grand role
dans le calcul de leurs cohomologies. Pour éviter de se battre avec la combina-
toire du recouvrement, il est souvent utile de raffiner la pseudo-triangulation.

On dit qu’'une pseudo-triangulation S est fine si I'(S) ne contient pas de
boucle avec 1 ou 2 sommets. On peut rendre fine n’importe quelle triangu-
lation S en rajoutant un sommet au milieu de toutes les arétes de I'(S) (et
donc en coupant chaque aréte en deux).

2.3.5. Triangulations et modéles semi-stables. Il y a une bijection
naturelle (|2, th.4.11] pour les courbes projectives, [1, ch.1| et [20, ch.6]
dans le cas général) entre les triangulations de X et les modéles formels (p-
adiques) semi-stables?® de X sur O¢ : si 2 est un tel modéle, I'ensemble
S(Z") des préimages (par la spécialisation) dans X des points génériques des
composantes irréductibles de la fibre spéciale classique k¢ ®p., X de X est
une triangulation de X. Pour aller dans 'autre sens il faut se fatiguer un peu
plus ([20, th.6.3.15] ou [1, ch. 1]), mais au moins pour une courbe projective
X et dans le cas ou le squelette I'(S) de la triangulation a au moins deux
arétes la construction est assez explicite [2, th.4.11] : si 7 : X — I'(5) est
la retraction canonique, et si a est une aréte, alors ril(a) est un domaine
affinoide de X, et le modéle semi-stable correspondant s’obtient en recollant
les Spf(0 T (r~1(@))) le long des Spf(0+(r~1(s))), s parcourant S.

Remarque 2.6. Soient S une triangulation de X et Xg le modéle semi-stable
associé.

(i) T'(S) est le graphe dual de k¢ ®¢, Xgs : les sommets de I'(S) corres-
pondent aux composantes irréductibles de k¢ ® ¢, X et les arétes aux points
singuliers. Si %; est la composante irréductible correspondant a s € S, on
note Z, 'image inverse de %; par ’application de spécialisation et Y I'image
inverse de l'ouvert de lissité de %; (i.e. %; privé des points communs avec les
autres composantes de kc ®g. Xg). Si P, est le point singulier correspondant
a l’aréte a, on note Y, 'image inverse de P, ; c’est une couronne ouverte dont
on note u(a) la largeur.

(ii) S contient 0X puisqu’elle contient ¥(X); par la bijection ci-dessus
entre éléments de S et composantes irréductibles, les points de 0X corres-
pondent aux composantes irréductibles de kc®4, X s qui ne sont pas propres.

23. Au sens large, i.e. étale localement, de la forme Spf 0-{X,Y}/(XY — a),
a € Oc\ {0}
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2.4. Fibre spéciale d’une courbe quasi-compacte

Soit X une courbe quasi-compacte (lisse et connexe) sur C, et soient
S une triangulation de X et Xg le modéle semi-stable sur O¢ associé. La
courbe k¢ ®¢, Xg est un invariant un peu trop grossier : on veut garder la
trace de la largeur des couronnes correspondant aux points singuliers, ce qui
ameéne naturellement & la notion de courbe marquée ci-dessous.

2.4.1. Courbes marquées. Soit X une courbe sur k¢. Un point marqué
sur X est un couple (P, u(P)), ou :

o P e X(ke),

o la multiplicité (1(P) de P est un élément de Q% LI {07}

Une courbe marquée (X, A, ) est une courbe X munie d’'un ensemble
A de points marqués (et p est la fonction associant & un point marqué sa
multiplicité). Une courbe marquée (X, A, ) est semi-stable si :

e X est & singularités nodales,

e les composantes irréductibles de X sont propres et ne comportent qu’un
nombre fini de points marqués,

e les points singuliers de X sont marqués et ont une multiplicitée € Q%
les points marqués non singuliers ont multiplicité 0.

Elle est stable si elle est semi-stable et si, de plus, aucune composante
connexe de X n’est un P! avec 0, 1 ou 2 points marqués.

Remarque 2.7. (1) On peut considérer une courbe lisse X comme une courbe
marquée stable en lui associant la courbe marquée stable (X, X \ X,07), ou
X est la compactification lisse de X et tous les éléments de X \ X sont de
multiplicité 0.

(ii) Plus généralement, une courbe X a singularités nodales, dont les
points singuliers sont munis d’une multiplicité € QY , peut étre considérée
comme une courbe marquée semi-stable : on considére la compactifiée X de
X obtenue en rajoutant des points lisses, et on définit I’ensemble des points
marqués comme la réunion des points singuliers de X (avec la multiplicité
donnée) et des points de X \ X, de multiplicité 0.

(ili) Si X est une courbe analytique et si S est une triangulation de X,
la courbe k¢ ®¢,. X est une courbe & singularités nodales dont les points
singuliers sont naturellement munis d’une multiplicité rationnelle, & savoir
la largeur de la couronne correspondante. On transforme cette courbe en
courbe marquée semi-stable en utilisant le (ii).
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Si X est une courbe analytique et si S est une triangulation fine de X, la
fibre spéciale X;p de Xg est la courbe marquée semi-stable obtenue & partir
de ko ®g,. Xg par le procédé du (iii) de la rem. 2.7.

e Ses composantes irréductibles sont en bijection avec les éléments de S;
on note YsP la composante irréductible associée & s (c’est, par construction,
une courbe propre sur k¢ et on note iSp le complémentaire dans Y;' des
points marqués).

e Ses points singuliers sont en bijection avec les arétes de I'(.S) ; on note
P, le point correspondant & a; ¢’est un point marqué de Xg de multiplicité
u(a) (largeur de la couronne correspondante).

e Les autres points marqués de X;p sont de multiplicité 0" et leur en-
semble est le complémentaire de k¢ ®¢, Xg dans X;p.

2.4.2. Graphe dual d’une courbe marquée. Si X est une courbe mar-
quée, on lui associe un graphe semi-métrisé I'(X) = (S, A, ), le graphe dual
de X, défini de la maniére suivante :

e S est en bijection avec I’ensemble des composantes irréductibles de X.

e A est en bijection avec les points marqués de X, la longueur d’une
aréte a étant la multiplicité du point P, correspondant 22.

e Les arétes relativement compactes de I'(X') sont en bijection avec les
points marqués singuliers de X, les extrémités de 'aréte ap correspondant
a P étant les sommets correspondant aux composantes irréductibles conte-
nant 25 P.

e Les arétes non relativement compactes de I'(X') sont en bijection avec
les points marqués de multiplicité 0T, 'extrémité de 'aréte ap correspondant
a P étant le sommet correspondant & la composante irréductible contenant P.

Remarque 2.8. Si X est une courbe analytique et si S est une triangulation
fine de X, alors

I(XP) =T*(9).
2.5. Métrique canonique et valuation
L’espace X[ 3 des points de type 2 ou 3 est naturellement muni d’une

métrique dt qui permet de métriser tout sous-graphe : la distance associée est
définie par d(r, s) = inf ‘ frs dt}, le minimum étant pris sur tous les chemins

24. Qui peut étre 0% ce qui fait que I'(X) peut étre seulement semi-métrisé et
pas métrisé.

25. Ces deux extrémités peuvent étre égales si des composantes irréductibles de
X s’autointersectent.
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joignant r & s. Si C' C X est une couronne fermée (i.e. C' = {a < vy(2) < B}),
et sir et s sont les valuations de Gauss des cercles v,(2) = avet vy(2) = f aux
extrémités de la couronne, alors d(r, s) est la largueur 5 — « de la couronne.
Cette distance envoie les points de type 1 a l'infini (i.e. elle les transforme
en pointes, comme les éléments de R pour la métrique de Poincaré sur le
demi-plan de Poincaré).

Si f € C(X)*, sirs € Xpg et si v,vs € X[p3 sont les valuations
correspondantes sur C(X), alors

wlf) = o) = [ Res(%) ar

I’intégrale étant prise sur n’importe quel chemin allant de & s : un tel chemin
est une réunion finie de segments fermés et la fonction Res(%) est constante
sur l'intérieur d'un tel segment ; cet intérieur correspond & une couronne
ouverte de X, ses points sont les points de Gauss de cercles virtuels, et le
sens de parcours du segment pour aller de r & s détermine une orientation
de la couronne, ce qui fixe le signe du résidu de 4.

Si X est un affinoide, et r € X[y, on pose d(r, 0X) = infsepx d(r, s), si X
est réunion croissante d’affinoides X,,, on pose d(r,0X) = lim,en d(r, 0X,,),
et si X est propre, on pose d(r,0X) = +oo. Si Z C X est un affinoide, on
pose d(Z,0X) = inf ez, d(r,0X).

Proposition 2.9. Soient X une courbe et Z C X un affinoide connexe. Si
fe 0t (X), onavz(f— f(xg)) > d(Z,0X), pour tout g € Z(C).

Démonstration. Soit g = f — f(xp). Il n’y a rien a prouver si g = 0 ni si X
est propre (car alors g = 0). On peut donc supposer X affinoide (et passer
a la limite pour le cas général) et g # 0. Soit X, I’ensemble des zéros de g;
c’est un sous-ensemble discret de X. Le squelette analytique I' de X \ X est
obtenu en rajoutant des demi-droites a I'*"(X'), une demi-droite par élément
de X,. La fonction ¢ Rest% est constante sur chaque aréte orientée de I'.

Soit r € I'N Z réalisant le minimum de s — v5(g), et tel qu’il existe une
aréte de bout r sur laquelle Res% < —1 : un tel point existe car vs(g) tend
vers +oo en 'infini de I' N Z (en particulier, sur la branche correspondant
a xo) et est croissante sur les arétes sur lesquelles Res%g > 0.

Soit v un chemin maximal, tracé sur I', partant de r et le long duquel
Res¥ < —1. Alors ~ aboutit au bord de I'**(X) : en effet, il ne peut pas
aboutir au bout d’une des demi-droites correspondant aux zéros de g puisque
Res% > 0 le long de ces demi-droites, et s’il aboutit en un point intérieur, ce

point est forcément un noeud r’ (puisque Resd?g est constant sur les arétes).
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Or la somme des résidus de d?g le long des arétes arrivant en 7’ est nulle, et
comme il y en a une pour lequel ce résidu est < —1, cela implique qu’il y
en a une a pour lequel ce résidu est > 1. Mais, cela fait que le résidu sur a,
considérée comme aréte sortante, est < —1, ce qui prouve que v n’est pas
maximal puisqu’on peut le prolonger par I'aréte a.

La longueur 1g(v) de v est donc > d(r,0X) > d(Z,0X). Par ailleurs, si
s € 7, alors vy (g9) —vs(g) = [ —Res% dv (I'intégrale étant le long de «). En
passant a la limite, en en utilisant le fait que vs(g) > 0 puisque g € 07 (X)
et que —Res%g > 1, on obtient la minoration vz(g) = v,(g) > lg(y) >
d(Z,0X). O

Corollaire 2.10. Si Y est compleéte, toute fonction holomorphe bornée est
constante.

Démonstration. Cela résulte de ce que d(Z,0Y) = 400 si Z est un affinoide
connexe de Y (car Y est supposée compléte), et donc vz(f — f(zg)) = 400,
si zg € Z(C) (prop. 2.9) : autrement dit, f est constante sur Z, pour tout Z.

L]

Remarque 2.11. Cela fournit une preuve alternative de [15, rem. A.2].
3. Construction de courbes analytiques

Dans ce chapitre, on explique comment construire des courbes en recol-
lant des shorts (ou plus généralement des affinoides) et des jambes (ou des
boules ouvertes) le long de cercles fantémes. Pour donner un sens a cette
construction nous allons avoir besoin de raffiner la structure de schéma for-
mel associé a une algébre de Tate, ce qui conduit & la géométrie adoque.

3.1. Géométrie adoque

3.1.1. Affines adoques. Soit A = Oc(Th,...,T,)/I une Oc-algébre de
Tate réduite?S, telle que A = ko ®g, A soit aussi réduite (typiquement,
A= 0%(Y),ouY estun affinoide réduit sur C). Le schéma formel p-adique
associé¢ Y = Spf(A) est un espace annelé d’espace topologique sous-jacent la
fibre spéciale YP = Spec(A), munie de la topologie de Zariski, le faisceau
structural étant, si A est normal, U — 0T (JU[) ou |U[ désigne le tube de
U sur la fibre générique (c’est un affinoide sur C) : si U est 'ouvert f # 0

de Y, et si f est un relévement de f dans A, alors Gy (U) = A(X)/(1—-X f).

26. On peut aussi remplacer J¢ par un épaississement pour avoir une théorie
« en famille » ; c’est ce qui est fait au paragraphe suivant.
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Nous allons associer & A un schéma adoque Sp*¥°(A) défini en rajoutant
des points et des ouverts a I’espace topologique Spf(A) et en modifiant le fais-
ceau structural en conséquence. Avant de donner la définition de cet espace,
commengons par examiner Spf(A) du point de vue « points classiques ».

Si K est un corps algébriquement clos, complet pour une valuation réelle,
muni d’un morphisme continu ¢ — K, alors X (K) = Hom(A, K) est un
sous-espace fermé de K" (les s : A — K que 'on considére sont les mor-
phismes continus de O¢-algébres). Comme O¢ est de caractéristique mixte,
on peut prendre K = C ou K = C” (ou n’importe quel corps vérifiant les
conditions ci-dessus et contenant un de ces corps). Alors X (C) est borné
dans C™ tandis que X (C”) n’est pas borné dans (C*)", et X (C?) a beaucoup
plus d’ouverts naturels que les complémentaires de sous-variétés algébriques
fermées (par exemple, l'intersection avec la boule ouverte unité de (C”)").

e Les points de Sp*¥°(A).— Les points de I'espace topologique sont ceux de
I'espace de Berkovich sur k¢ associé & ko ®g. A (notons que cet anneau
est discret), i.e. les valuations v sur ko ®¢, A (i.e. v(zy) = v(z) + v(y)
et v(z +y) > inf(v(x),v(y))) a valeurs dans Z U {oo}, d’image {0,00} ou
contenant >” 1 ou —1.

Si v est une telle valuation, I, = {a € A, v(a) = oo} est un idéal
premier, et v s’étend en une valuation de Fr(A/I,); on note K, le complété
de Fr(A/I,) pour v. Alors v est obtenue en composant A — K, avec la
valuation v sur K.

Les valuations a valeurs dans {0,000} correspondent aux éléments de
Spec(A). Si v est a valeurs dans {0,00}, la valuation induite sur K, est
la valuation triviale (i.e. v(0) = oo et v(x) = 0 si z # 0).

e La topologie de Spado(A).— Si f € A, on note Uy Touvert de Zariski
Ur = {v, v(f) < oo}.
Sig1,...,94 € A, on note Uf.g,,....qa ensemble
Utgr,..ga =10 € Uy, v(g:) > 0,1 <3 < d}.

On munit l'espace ci-dessus de la topologie engendrée par les Uy g, . 4,5 un
ouvert de cette forme est dit standard; comme

Uflvglz"'7g7' m Uf27g7'+17"'7g7'+s = Uflf2vglv'~~7g'r'+s7

on n’a que les réunions quelconques a rajouter. L’espace obtenu est compact.

27. Normaliser I'image évite de travailler & équivalence pres.
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o Le faisceau structural— Si f,§1,...,54 € A sont des relévements de
f?gl)"'7gd7 on pose

fogl,m,gd = Z[[Th s 7Td]”X]/(1 - Xf7 Tl —91,--- 7Td - gd)7
Afgiyngs = AllTr, - T(X) /(L= X f, Ty = g1, Ta = Ga)-

(Que Af g, . g, ne dépende pas des choix de f, Ji, - -, 0q résulte de ce que, si
hi,he € A ont méme image dans A, il existe r > 0 tel que hy — hg € p"A.)
Notons que, si 7 > 0 est assez petit, on a

Afvgly---ygd/pr = (ﬁc/pr) @ kCvagly-"vgd

(Cela résulte de ce que les générateurs de l'idéal définissant A et les coeffi-
cients de f et des g; appartiennent & Oy + p"Oc si r est assez petit car il
n’y en a qu'un nombre fini qui ne sont pas divisibles par p.)

Remarque 3.1. La topologie de SpadO(A) est moins fine que celle de I'espace
de Berkovich correspondant (en dimension 1, qui est le seul cas qui va nous
intéresser, les deux topologies coincident si on reste sur ko mais pas si on
étend les scalaires & un corps muni d’une valuation non triviale) et, si U =
Uf.g,....g. €st un ouvert standard, alors Zf,gl,...,gr est inclus dans 'anneau des
fonctions analytiques sur I'espace de Berkovich associé a U.

On note O et O les faisceaux associés aux préfaisceaux
Uf7g17"'7gd = Af7917~--7gd et Uf7917-~-79d = Afvgl7"'7gd'

Lemme 3'2' E(vaglr"ﬂgd) = vaglz“'vgd et ﬁ(Uf7g1v~7gd) = Af:gly~~~7gd'

Démonstration. Notons juste U T'ouvert standard Uy g, . 4, €t A D'anneau

Af g 1.-Soit F € O(U). l existe donc, pour tout v € U, un ouvert standard
UW) =Uf, g1,g0a, tel que Fiyw) € Af g1 goa, -

Soient 7;, i € I, les points génériques des composantes irréductibles de
X = Spec(A). Alors U' = U;U(n;) est un ouvert de Zariski de X et fiy
appartient & ’anneau total des fractions Fr(A) de A. Par ailleurs f est une
fonction analytique sur X (espace de Berkovich associé & X) ; on en déduit
que les poles de F', vu comme élément de Fr(A), ne sont qu’apparents, et
donc que F se prolonge en une fonction sur X, i.e. F € A.

Cela prouve le premier énoncé. Pour en déduire le second, partons de
F € 0(U); il existe alors un recouvrement fini de U par des ouverts standard

Ui = Ufivgi,lv"'zgi,d,i tel que F]Ui €A = Afivgi,ly-”vgi,di'
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Soit Ai,j = Afifjvgi,lu-nagi,d et solent

095,15-95,d;
B =Ker[@; A; = @ jAi;], B=Ker[®;4; » @ ;4]

(La fleche A; @ A; — A;j etant (fi, f;) = fijv.nu, — fJ'|U-mU-') Les fleches

— J— ‘ 7 ° J — J—

naturelles A — @;A4; et A — @;A; induisent des injections A< B et A<— B.

On cherche a prouver que la premiére injection est un isomorphisme sachant
que la seconde en est un.

Il suffit de prouver I’énoncé modulo p”, avec r > 0 assez petit, car tout

est complet pour la topologie p-adique. Le résultat est donc une conséquence
des isomorphismes A/p" = (Oc/p") k. A et B/p" = (Oc/p") @k, B. O

Définition 3.3. (i) Un espace annelé de la forme Sp2d°(A), avec A une O¢-
algébre de Tate, ou un de ses ouverts standard est un affine adoque. Un
schéma adoque est un espace annelé localement isomorphe & un affine adoque.

(ii) Si Y est un affine adoque, on pose O(Y&™") = ﬁ(Y)[%]. On renvoie
au § A.4 pour des considérations sur la fibre générique d’un schéma adoque.

3.1.2. Boules ouvertes, jambes, cercles fantomes. FEn dimension 1,
en prenant le voisinage infinitésimal de points bien choisis, on obtient les
affines adoques suivants :

e Cercle fantome

C’est D'affine adoque Y de fonctions globales A = O¢[[T,T~!). Alors
A =Fkc((T)), et Y ne posséde qu'un point (la valuation ordr), et donc aussi
un unique ouvert non vide {ordr}, et on a &({ordr}) = Oc|[[T, T~1).

Les points classiques de Y sont Y (C) = @ et Y(C?) = me» \ {0}. Autre-
ment dit, Y n’a pas de points en caractéristique 0 (d’ou son aspect fantome),
mais en caractéristique p on obtient un ouvert de la droite affine analytique
(la boule ouverte privée de son centre).

e Boule ouverte adoque

C’est I'espace I’affine adoque Y de fonctions globales A = 0¢[[T]]. Alors
A = kc[[T)], et Y ne posséde que deux points (le point classique 7' = 0 et la
valuation ordr), et deux ouverts non vides {ordr} et Y. On a &({ordr}) =
Oc[[T, T~ et Oy (Y) = Oc[[T)]. En particulier, Y contient le cercle fantome
Sp° (O[T, T~")) comme sous-schéma adoque ouvert.

Les points classiques de Y sont Y (C) = mg et Y(C®) = m¢s. Autrement
dit, Y est la boule ouverte unité en caractéristique 0 et en caractéristique p.

o Jambe de longueur r
C’est I'affine adoque Y de fonctions globales A = O¢[[T1, T3]|/(Th T2 —p").

Alors A = k¢[[T1, To]]/(ThT2), et Y posséde trois points : le point classique
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d’équation 77 = To = 0 € k¢ et les valuations ordy, (qui se factorise a
travers A/T5) et ordr, (qui se factorise & travers A/T}).

Les ouverts non vides sont Y, {ordr,} et {ordz,}; notons que le seul
ouvert contenant 0 est Y.

Le faisceau structural est donné par Oy (Y') = O¢[[Th, T2]]/(TAT> — p"),
Oy({ordr,}) = Oc[[T;, T, "). 1l en résulte que Y contient, comme sous-
espaces adoques ouverts, les deux cercles fantémes Y; = Spado(ﬁc[[Ti, T[1>),
pour 7 =1,2.

En ce qui concerne les points classiques, en caractéristique 0, on obtient
la couronne ouverte 0 < v,(T1) < r (de longueur ) et, en caractéristique p,
deux boules unité ouvertes recollées en leurs centres.

3.1.3. La boule unité fermée. C’est 'affine adoque associée & A =
Oc(X) (et donc A = ka[X]).
e Les points.— L’espace SpadO(A) a trois types de points :

¢ Le « point générique », i.e. la valuation triviale sur A (v(f) = 0 si
£ #0, v(0) = ).

© Sia € kg, le point classique correspondant & a, i.e. la valuation définie
par v, (f) = vuiv(f(a)), ol vyiy est la valuation triviale sur k¢.

o Si a € Pl(ke), la valuation f ~ ord,(f), ot ord,(f) est 'ordre du
zéro de f en a (si a = oo, alors ord,(f) = —deg f).

Du point de vue points classiques, on a Y(C) = O¢ et Y(C?) = C".
Autrement dit, en caractéristique 0 on obtient la boule unité fermée et en
caractéristique p, la droite affine.

e La topologie.— Une base d’ouverts de la topologie adoque est donnée par :
¢ les complémentaires de sous-ensembles finis de points classiques..

o les V(a) = {vg,0rd,}, pour a € k¢, (voisinage infinitésimal du point
a, défini par {v, v(T"—a) > 0}),

o les V(a) = {ordy}, pour a € Pl(ke) (si a € ke, c’est intersection
de V(a) et de I'ouvert Ur_,, et si a = oo, c’est I'ouvert de Uro défini par
v(T~1) > 0),

Remarque 3.4. (i) Le « point générique » est fermé mais trés gros : le com-
plémentaire de tout ouvert le contenant est inclus dans la réunion de 10/(00)
et d’un nombre fini de V'(a).

(ii) Par comparaison, une base d’ouverts adiques est donnée par :

¢ les complémentaires d’un nombre fini de points classiques,

o le complémentaire de V(a) si a € ko (défini par v(T — a) < v(1)) ou
de V({ordeo}) (défini par v(T) > v(1)).
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Pour la topologie adique, le point générique est dense (contrairement a
la topologie adoque), et ord, est dense dans V' (a) (comme pour la topologie
adoque).

(iii) Le schéma formel associé & A a pour espace topologique sous-jacent le
schéma Spec(kc[T]); il n’a pour points que le point générique et les points
classiques, et pour ouverts non vides uniquement les complémentaires de
sous-ensembles finis de points classiques (et le point générique est dense).

e Le faisceau structural adoque

— Sia € ko, alors Oy (V(a)) = Oc[|T —a] (i.e. V(a) est une boule unité
ouverte).

— Si a € Pl(kc), alors f/(a) est un cercle fantéme (on a Oy (V(a)) =
Oc|[T — a,(T —a)™Y), si a € ke, et ﬁy(‘of(oo)) = O¢[[T~1,T)). Remar-
quons que le cercle fantéme V(oo) a un statut spécial car il est aussi fermé
contrairement a tous les autres (I’adhérence de f}(a) est V(a), si a € ko).

—Siay,...,a; € ke, alors Oy (Y\{ay,...,a;}) = ﬁc<T, T+m7 - T_lak >
(comme pour le schéma formel correspondant).
Remarque 3.5. (i) U = Ugek.V(a) est un ouvert strict de B (son com-

plémentaire est constitué du point générique et de ords). On a Oy (U) =
[Lucr, @cllT — la]]] (une sorte de complété profini de Oc(T)).

(ii) Si U est un ouvert de Zariski (i.e. le complémentaire d’un ensemble
fini A de points classiques), alors U contient les cercles fantémes 10/(a) cor-
respondant aux a € A (ainsi que la cercle fantome V(c0)).

3.1.4. Affinoides. La boule unité adoque est un cas particulier de -
short, cf. n°3.3.1. C’est aussi un cas particulier d’affine adoque Y24° associé
a un affinoide Y (i.e. associé & 07 (Y')) de dimension 1. L’espace topologique
yado egt la réduction canonique de Y du n°2.2.2, vue comme espace de
Berkovich au lieu de schéma (ce qui rajoute des points et des ouverts).

Comme la boule unité, Y24° a trois types de points : les points géné-
riques des composantes irréductibles de la réduction canonique, les points
classiques, et des valuations de rang 1 pour tout point des compactifiées
lisses des composantes irréductible.

Une base d’ouverts de la topologie est constituée des ouverts de Zariski
(complémentaires d’ensembles finis de points classiques), des voisinages infi-
nitésimaux des points classiques (pouvant étre trés compliqué si le point est
singulier), et des cercles fantoémes associés aux valuations de rang 1.

Remarque 3.6. La frontiére 0*1Y de Y du (ii) de la rem. 2.2 est un ouvert
de Y24 constitué de cercles fantomes.
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3.2. R-algébres de Tate

3.2.1. Epaississements de 0¢c. Un épaississement R de Oc est un an-
neau muni d’'un morphisme surjectif 0r : R — Oc tel que, si r € QF,
et si I, = Hél(prﬁc), alors R est séparé et complet pour la topologie I.-
adique. En particulier, R est local, de corps résiduel k¢ ; on note mp son
idéal maximal. Des exemples naturels d’épaississements de O¢ sont O¢, At
ou ﬁc[[TI, e ,Td]].

Si R est un épaississement de O¢, on munit R de la topologie I.-adique
(qui ne dépend pas du choix de r € Q%) et on note Sp(R) 'ensemble des
idéaux premiers fermés p de R, tels que p[%] soit un idéal maximal de R[%].

~Si R= O¢|[Ty,...,T4)], alors Sp(R) n’est autre que I'ensemble m% des
C-points de la boule unité ouverte de dimension d.

— Le cas R = Ajyr est plus amusant (cf. [14, cor.3.3] pour ce résultat
de Fargues et Fontaine) : dans ce cas Sp(R) a un élément un peu étonnant,
a savoir Ker 6y pour lequel R/Kerfy = Ox; tous les autres éléments de
Sp(Aint) sont de la forme (p—|al), avec a € mey (non uniquement détermingé),
et Ajns/(p — [a]) est Panneau des entiers d'un corps C, algébriquement clos,
complet pour v, et dont le basculé C” est C*. Si a = p’ (et donc [a] = p) ce
quotient n’est autre que O¢.

On écrit p = 0 pour le quotient Aj,s/Ker 6y et p = [a] pour Ajne/(p—[a))
(et p=p, sia=p, et alors Aye/(p — [a]) = O¢).

3.2.2. R-algébres de Tate. Soit R un épaississement de O¢c. Un R-
module M est dit orthonormalisable s'il est isomorphe au module ¢5°(1, R)
des suites (x;);cr tendant vers 0 en oo : un tel isomorphisme fournit une fa-
mille (e;);c; d’éléments de M telle que tout élément x de M puisse s’écrire,
de maniére unique, sous la forme ), ; z;e; avec x; — 0 quand i — oo ; une
telle famille est appelée une base orthonormale de M sur R.

Une R-algébre de Tate B est une R-algébre orthonormalisable, quotient
dun R{x1,...,2,). Alors B := kg ®g B est un quotient de k¢[z1, ..., x,].

Soit B une R-algébre de Tate de la forme?® R® 4, By, ot By est une
O'i-algébre de Tate, et K est un sous-corps complet de C, de wvaluation
discréte.

Lemme 3.7. Soient r > 0 et R = O + I,. Si (e;)icr est une famille
d’éléments de R & o B, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) (ei)ier est une base orthonormale de B sur R,

(ii) (&)ier est une base algébrique de B sur k¢.

28. En particulier R est supposée contenir Ok ; par exemple, si R = Ay, cela
impose K C C.
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Démonstration. L’'implication (i)=-(ii) est immédiate; prouvons la
réciproque. Soit (f;);er une famille d’éléments de By telle que f; ait pour
image €; dans B. Les f; forment une base orthonormale de By sur O (on
est dans le cas de valuation discréte ou I’équivalence entre (i) et (ii) est
parfaitement classique), et donc aussi de B sur R.

Soit M la matrice des e; dans la base des f;. Par construction, M est
a coefficients dans R et congrue a 1 modulo mp, et donc M = 1 — N,
avec N & coefficients dans I,.. Il s’ensuit que M est inversible, d’inverse
1+ N+ N2+ N3+ ... (la série converge car N¥ est & coefficients dans I*
et R est séparé et complet pour la topologie I-adique). Les e;, pour i € I,
forment donc une base orthonormale de B sur R. O

Lemme 3.8. Soit B de la forme R® o B comme ci-dessus, et soit A une
sous-R-algébre fermée de B vérifiant :

o A est de type fini sur k¢,

e il existe r > 0 et une famille (e;);cr d’éléments de RM & o Br dont
les images dans B/A forment une base orthonormale de B/A.

Alors A est une R-algébre de Tate.

Démonstration. Il existe Z1,...,Zs € A engendrant A sur k¢, et donc J C N*
tel que les z = zjll -z pour j = (j1,...,7s) € J, forment une base de A
sur kc. Choisissons des relévements zq, ...,z de Z1,...,Zs dans A. Quitte

a diminuer r, on peut supposer que les z; appartiennent & R ® 0. BK. Les
73, pour j € J appartiennent aussi & RM & o Br, et il résulte du lemme 3.7
que les 23, pour j € J, et les e;, pour i € I, forment une base orthonormale de
B sur R. On en déduit que les z3, pour j € J, forment une base orthonormale
de A sur R, et donc que A est orthonormalisable et quotient de R{zy, ..., zs).
Cela permet de conclure. O

3.2.3. Relévement de morphismes. Si K est un sous-corps fermé de
C et si A est une algébre de Tate sur O, posons A = A/my A. Rappelons
que, si A est sans O-torsion, alors A est formellement lisse sur Ok si et
seulement si A est lisse sur kx.

Proposition 3.9. ([6, th. A-1]) Soient A, B des algébres de Tate sur O,
avec A formellement lisse sur Og. Si 5 : A — B est un morphisme de
Ok -algebres, il existe s : A — B relevant s.

Corollaire 3.10. (i) Si A est une algébre de Tate formellement lisse sur O x,
il existe o : A — A relevant x — xP sur A (un tel ¢ est un frobenius de A).

(ii) Si B est une algébre de Tate formellement lisse sur O¢, il existe une
algébre de Tate B sur O telle que l'on ait B = O¢ ® O B.
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Démonstration. Le (i) résulte directement de la prop. 3.9 (avec B = A). Pour
prouver le (ii), on part d’un relévement formellement lisse A de B sur O (il
en existe par la propriéte de relévement infinitésimal des morphismes lisses),
et on observe que c’est une algebre de Tate sur &. Alors A= 0c® 0. A est
une algebre de Tate formellement lisse sur ¢ et A’/mA’ = B. La prop. 3.9
fournit un relévement s : A’ — B de I'identité de B. Il reste & vérifier que s
est un isomorphisme.

Soit r > 0. Le morphisme induit s, : A'/p" — B/p" est un morphisme
d’algeébres de type fini sur O¢/p”. Il s’ensuit que, pour ¢ < r assez petit, s; est
un isomorphisme (on a A’/p' = (0¢/p') @ B et B/p! = (Oc/p') @ B, si t est
assez petit, et s; est I'identité puisque s est un relévement de l'identité). On
conclut en utilisant la complétude de A’ et B pour la topologie p-adique. [

Remarque 3.11. Il résulte de la preuve du (ii) qu'une algébre de Tate formel-
lement lisse sur O¢ est, a isomorphisme prés, déterminée par B.

Remarque 3.12. Une t-algébre sur Ok est une Ok-algébre plate A de la
forme Ok x1,...,2,)7 /I, ott T est un idéal de type fini. On dit que A est
formellement lisse sur Oy si A = A/mgA est lisse sur kx. La prop. 3.9
s’étend a ce cadre : si A, B sont des f-algébres sur O, avec A formellement
lisse sur Ok, et si 5 : A — B est un morphisme de kg-algébres, il existe
s : A — Brelevant 5. Cela permet de construire des relévements de Frobenius
surconvergents.

3.3. Shorts, jambes et cercles fantomes

3.3.1. Shorts. Un short Y est le schéma adoque associé & un schéma
formel affine, lisse sur &, dont la fibre générique Yo est un affinoide connexe,
de dimension 1. On a O0(Y) = 01 (Y¢) et O(Y) est un quotient formellement
lisse de Oc(x1,...,xy,), pour un certain n.

Remarque 3.13. (i) D’apreés le (ii) du cor. 3.10, un short ¥ admet un modele
Y sur Oy, ie. OY) = R® O O(Y), et Y est unique & isomorphisme prés.

(ii) Si R est un épaississement de O¢, on définit un R-short comme
P’extension des scalaires & R d’un short Y sur Ox. S1Y est un short, on peut
le plonger dans un R-short Yy pour tout épaississement R de O¢ : il suffit
de choisir un modéle Y de Y sur Oy, et de poser O(YR) = R® ﬁéﬁ(f}).

(iii) En particulier, on peut plonger un short Y dans un Aj,¢-short Y.
La fibre en p = p de Y n’est autre que Y, tandis que celle en p = 0 est Y.

Un choix de frobenius @ sur Y en induit un sur Y puisqu’on dispose d’un
frobenius sur Aj,¢. Alors Y est stable par le frobenius agissant sur Y, et la
restriction de ce frobenius & Y est celui dont on est parti.
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Un short Y

Ce dessin représente un short Y, avec I’ensemble de ses points classiques (la
surface de Riemann), sa fibre spéciale Y°P (la courbe) et son squelette (le point
hérissé de fleches). Il est obtenu en retirant & une courbe de genre 3 avec bonne
réduction les tubes | Py, [, | Pa,|, | Pas[ des points marqués P,,, P,,, P,, de Y*P.

e Le squelette (adique) I'*d(Y) est constitué du point noir (point de Gauss
de Y) et des trois fleches rouges ay, ag, a3 (correspondant aux trois points marqués
de Y*P). Le squelette analytique I'**(Y") est juste le point noir.

e Les disques bleus de la surface de Riemann sont les points classiques des tubes
des points non marqués de Y*P (ils sont censés recouvrir la surface privée de | Py, [,
|Pasl; 1Pas]); on a dessiné les spécialisations de cing de ces disques). Les cercles
rouges en pointillés sont les cercles fantémes a la frontiére du short.

e [’espace de Berkovich est ’arbre issu du point noir dont les branches abou-
tissent aux points classiques (auxquelles il faut rajouter des branches s’arrétant en
chemin, correspondant aux points de type 4, puisqu’on n’a pas supposé C' sphéri-
quement complet) ; il ne voit pas les fléches bleues.

e Les fléches bleues sont en bijection avec les points non marqués de Y*P; ce
sont les points adiques de type 5 dans 'adhérence du point de Gauss; chacune est
la racine du sous-arbre des branches aboutissant dans le tube correspondant (on a
dessiné une petite partie de deux de ces arbres).
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3.3.2. R-Jambes. Si R est un épaississement de O¢, une R-jambe Y est
le schéma adoque associé & un anneau de la forme R[[Ty, T1]]/(ToT1 — @) (la
topologie est la (I, Ty, T1)-adique), avec o € mpg. (Si a = 0, la jambe est
singuliére et sa longueur est +00.) Si R = O¢, la longueur de Y est vp(a).
Une O¢-jambe est dite normalisée, si o = p”, avec r € Q% ; sa longueur est
alors r.

r N R} N I
[ - 1 1 [
v ! ! v

i @ (P.p)
N — yep
Fad(Y)l 3 N

I
Une jambe Y de longueur p

Ce dessin représente une jambe de longueur u. Sa fibre spéciale est un point
marqué de multiplicité u, et son squelette est un segment ouvert de longueur p. Le
cyclindre représente ’ensemble des points classiques de Y ; chaque point de type 2
du squelette est la base d’un arbre aboutissant sur un cercle du cyclindre. Les deux
fleches rouges du squelette correspondent aux deux cercles fantomes (représentaés
par des cercles rouges en pointillés) a la frontiére.

SiY est une O¢-jambe normalisée (0(Y') = O¢[[To, T1]]/(ToT1 —p")), on
peut la plonger dans la Ajn¢-jambe Y on @’(Y) = Aut([To, Th]]/(ToTy — ).
On note Y la fibre de Y en p = 0 : on a O(Y) = Oul[To, Th]]/(ToT), et

donc Y est singuli¢re, et obtenue en recollant deux boules ouvertes sur &y

en leurs centres. On munit Y C Y de frobenius compatibles ¢ par la formule
o(T;) =17, sii=0,1.

3.3.3. R-Cercles fantémes. Un R-cercle fantéme Y est le schéma
adoque associé a un anneau de la forme R[[T,T~1) (complété de R[[T]][T 1]
pour la topologie I,-adique). Un paramétre local de Y est un élément z de
O(Y) = R[[T,T~') dont I'image Z dans k¢ ((T')) vérifie vy (Z) = 1 (donc T est

un paramétre local de Y); on a alors un isomorphisme R[[z,271) = O(Y).

Si Y est un O¢-cercle fantome avec O(Y) = O¢|[[T, T_1>, on le plonge
dans le Ajys-cercle fantome Y deﬁm par ﬁ (Y) = Ayg[[T, T71). On note Y
la fibre de Y en p = 0 (et donc O(Y) = [[T >) On munit ¥ C Y de

frobenius compatibles ¢ par la formule (T )

3.3.4. Partie polaire en un cercle fantéme de la frontiére. Soit Y
un R-short, et soit OTT(Y) = Ker(O(Y) — k¢ ®g O(Y)). Soit P € Y*P
de multiplicité 07, et soit z € 0T (Y') vérifiant vy ,(z) = (0,—1) (un tel 2
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n’existe pas forcément s’il n’y a quun seul point de multiplicité 0" sur YsP,
mais existe toujours si le nombre de tels points est > 2 grice au théoréme de
Riemann-Roch). Alors z~! est un paramétre du cercle fantéme correspondant
a P a la frontiére de Y . Soit 7' un paramétre du R-cercle fantéme défini
par ce cercle fantéme; alors z=! € R[[T,T~!) et on a un isomorphisme

v R[[z7Y 2) 5 R[[T, T~1).

Lemme 3.14. Les «(z"), pour n € N, forment une base orthonormale de
R[[T,T~Y)/TR[[T)] sur R. En particulier, v induit des surjections

O (Y) = R[[T,T~YY/TR[T]] et OT(Y)— mp[[T, T /Tmg[[T]]

Démonstration. 1(z) = [T~ mod mp(T 1)+ R[[T]] avec a € k., et, quitte
a changer T en [~ !]T', on peut supposer a = 1. Il existe alors r > 0 tel que
W(2) =T ' € L,OY) + R|[[T]). Alors o(2*) = T~* € I,o(Y) + T~ k=D R[[T]],
pour tout k > 0. On en déduit que tout élément f de (R/L.)[[T, T~ ') peut
s’écrire, de maniére unique, sous la forme f* + f~, avec fT € T(R/I,)[[T]]
et f~ € (R/I;)[t(2)]. On prouve, par récurrence, le méme résultat modulo
I" et, par passage a la limite, on en tire que tout élément f de R[[T,T~!)
peut s’écrire, de maniére unique, sous la forme f* + f~, avec f+ € TR|[T]]
et f7 € R(u(2)).

Le résultat s’en déduit. O

3.4. Compactification d’un affinoide

Proposition 3.15. (Van der Put [48]) Soit Yo un affinoide sur C. Alors il
existe une courbe algébrique propre X¢ contenant Yo et telle que Xo \ Yo
soit une réunion finie de disques ouverts.

Démonstration. Soit Y le schéma adoque associé & 01 (Yr), et soit X le
schéma adoque obtenu en recollant des boules ouvertes le long des cercles
fantomes a la frontiére de Y. L’espace topologique de X est la compactifiée Z°
de la fibre spéciale % de Spf(01 (Y¢)). Il s’agit de prouver que si on restreint
le faisceau structural de X aux ouverts de Zariski, on obtient des &-algébres
de Tate : cela implique que cette restriction est un schéma formel p-adique 2
qui est un modéle d’une courbe X, propre puisque sa fibre spéciale est
propre, et qui est l'espace rigide associé & une courbe algébrique d’aprés
GAGA rigide.

Si U est un ouvert (de Zariski) assez petit de %/, il y a deux cas possibles :

29. Une manifestation d’un principe GaGa (Géométrie adoque et Géométrie ana-
lytique).
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o U C % auquel cas |U| est un ouvert affinoide de Y, et on a Ox(U) =
0+ (JU]), ce qui fait qu’il n’y a rien a prouver.

e U\ (UN%) = {P}, auquel cas U \ {P} est un ouvert de & que
I'on peut supposer lisse et connexe (et donc |U \ {P}[ est un short et on
note Cp le cercle fantome a la frontiére de |U \ {P}[ correspondant a P;
on recolle U \ {P}] et le disque ouvert Dp avec &(Dp) = O¢c|[T]] le long
de Cp) : JU \ {P}[ est obtenu, par extension des scalaires, a partir d’un

¥

short Yp défini sur Oy (ie. OF(JU\N{P}]) = Oc® g, 0(Yp)); on choisit
un paramétre z € ﬁ*(}ufp) du cercle fantéme correspondant a P, et un
isomorphisme ¢ : O¢|[z,271) = O¢|[[T, T~!). La propriété de faisceau fournit
alors la formule :

Oy (U) = Ker [0 (JUN{P}]) & OC([T)] = Oc([T,T7")]
oc|[T, T1)
— Ker[o+ (U {P}]) — ZCU 2 7y
[ QUNAPY) = =5 o)
ot Papplication 0T (JU \ {P}[) — O¢|[[T,T~!) est la restriction de ¢. Pour
simplifier les notations, posons A = Oy (U) et B = 0 (JU \ {P}[). L’inter-
section ATT de A et BT est le noyau

T, 7!
AP = Ker[BH o ML T
me|([T7]
D’aprés le lemme 3.14, on a des suites exactes

Oc|[T, T~1)
Oc|[T]

me[[T, T~

-0, 0> AT BTt
me|[[T]]

0—+A—B— — 0.

On en déduit une suite exacte

ke ((T))

0—>A—B— kel

Il en résulte que A = Oy (U). En particulier, A est de type fini sur k¢.

Par ailleurs, d’aprés le lemme 3.14, les 27", pour n > 1, forment une
base de Banach de B/A sur Og. Or les z~™ appartiennent & B = &(Yp)
et on est dans les conditions d’application du lemme 3.8 ce qui permet d’en

déduire que A est une Op-algébre de Tate, ce que 'on voulait. ]
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3.5. Patron d’une courbe

3.5.1. Définition. Un patron de courbe (T, (Y:)icr, (ti;j) @ j)er,) est la don-
née de :

e Un graphe bipartite marqué fini® I' = (I, Iy, u), avec I = A, U S,
u(a) € Qs si a € A, sans boucle ayant 1 ou 2 sommets.

e Pour tout a € A., une jambe Y, de longueur p(a) avec

ﬁ(Ya) = ﬁC[[Tmsl s Ta752]]/(Ta,slTa7sz — p“(a))’

ol s1,s2 sont les extrémités de a, et on note Yy 4, pour i = 1,2, le cercle
fantome avec O(Y, s,) = ﬁg[[Ta,s”Ta_’sli).

e Pour tout s € S, un short Y; dont la frontiére 924Y; est constituée de
cercles fantoémes Yy, indexés par a € A(s),

e Pour tout couple (a,s), avec a € A, et s € S(a), un isomorphisme
las: Ysa = Y s de cercles fantomes.

Remarque 3.16. On peut généraliser la notion de patron en ajoutant un
sous-ensemble B de A\ A, et pour tout b € B :

e une boule ouverte Yy, avec 0(Yy) = O¢[[Th]],

e un cercle fantéme Y3 5, ot S(b) = {s}, avec O (Y3 5) = ﬁ’c[[Tb,s,TI;b7

e un isomorphisme ¢, 5 : Yy, 5 Yy s

3.5.2. Patrons d’une courbe quasi-compacte. On peut associer un
patron de courbe & une courbe quasi-compacte Y sur C, munie d’une tri-
angulation S. Soit Yg le Oc-modéle semi-stable associé & S. On suppose S
suffisamment fine pour que la fibre spéciale Yg¥ ait au moins deux compo-
santes irréductibles, que ces composantes irréductibles soient lisses et que
deux d’entre elles s’intersectent en au plus un point. Le patron de Y associé
a S est obtenu de la maniére suivante.

e On note I' = (I, I, uu), avec I = A, U S, le graphe bipartite marqué
associ¢ au graphe dual de la fibre spéciale Y§" de Yy (cf. n°2.4.2). (on dispose
donc de courbes propres Ys P, pour s € S, d’'un ouvert }C}SSP de Y3P, et de points
marqués P, de multiplicité p(a), avec p(a) € Q% si a € A, et p(a) =07 si
a € I\ IQ,C)~

e Si s € S, on note A(s) 'ensemble des arétes ayant s pour extrémité
(les P,, pour a € A(s), sont les points marqués de YsP), et A.(s) = A(s)NA.
(les P,, pour a € A.(s), sont les points singuliers de Y57).

30. Cette restriction n’est pas essentielle mais nous n’aurons besoin que de patrons
finis dans ce qui suit.
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e Si s € S, on munit d’une structure de &c-short le schéma formel Y
défini par O(Y,) = 6+ (YVEP[), ot |Y2P[ est le tube de V5P dans Y. Sia € A.,
on note Y, la O¢-jambe définie par 0(Y,) = O (]P,[), ou |P,[ est le tube
de P, dans Y ; elle est de longueur p(a).

(Les Y;, pour i € I, forment un recouvrement adoque de Y'.)

e Sia€ A, on note S(a) 'ensemble des extrémités de a, i.e. 'ensemble
des s € S tels que P, € Y;P. Alors S(a) a deux éléments s; = s1(a) et
so = sz(a) dont 'ordre est déterminé par l'orientation choisie de I'. On
choisit une fonction 7, s, sur un ouvert de Yy, LY, UY,, dont la restriction
a Y, induit un isomorphisme de Y, sur la couronne 0 < v,(T,s,) < p(a), et
telle que v, (Ty.s,) = 0. On pose T, 5, = p /T, 4., donc v, (Th.s,) = 0 et

OY,) = Oc|[Tas, Tus)l/(Tas, Tusy — pMY).

e Si (a,s) € I, Y, intersecte Yy le long d'un cercle fantéme Y, s et
comme S est fine, Y; NY; # @ si et seulement si (i,5) € Io. (ou i = j).

3.6. Construction de courbes a partir d’un patron

La procédure fournissant un patron d’une courbe quasi-compacte a partir
d’une triangulation peut s’inverser, ce qui permet de construire des courbes
(et méme des familles de courbes) a partir d’un patron.

3.6.1. Patrons de R-courbes. Un patron (I, (Y;)ier, (tij) (i j)er.) de R-
courbe est la donnée de :

e Un graphe bipartite marqué fini I' = (I, Iz, m), avec I = A.U S, et
m : A. — mpg, sans boucle ayant 1 ou 2 sommets.

e Pour tout a € A., une R-jambe Y, avec

O(Ya) = R[[Ta,s,, Ta,s5,]]/ (Ta,5,Ta,s, — m(a)),

ol s1, 82 sont les extrémités de a, et on note Yy ,,, pour i = 1,2 le R-cercle
fantome avec 0(Yg s,) = R[[Tam,Tafsli).

e Pour tout s € S, un R-short Yy avec O(Y;) = R(EAQﬁéﬁ(ffs), ou Y,
est un short défini sur O, dont la frontiere 92y, est constituée de cercles
fantomes Y; , indexés par a € A(s), et on définit le R-cercle fantome Y,
par 0(Yaa) = R® 5, 0(Vaa).

e Pour tout couple (i,5) € I, un isomorphisme ¢;; : Yj; = Y;; de
R-cercles fantémes.
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3.6.2. Construction de R-courbes. A partir d’'un patron de R-courbe,
on construit une R-courbe adoque Y29 en recollant les Y; et les Y, via
les tq,s. Si le patron est le patron d'une Oc-courbe Y, alors yado egt le
schéma adoque associé & Y. En général, on a le résultat suivant qui est une
manifestation d’un principe GaGa.

Théoréme 3.17. Y2 est le schéma adoque associé & une R-courbe Y
(i.e. un R-schéma formel de dimension relative 1).

Démonstration. Notons que, si s € S, alors k¢ @ O(Ys) = ko ®g, 6"(?5), et
donc Y et }U/S ont méme fibre spéciale Y3¥ qui est, par définition, une courbe
projective lisse munie de points marqués de multiplicité 0% dont l'intérieur
VP est le complémentaire de ces points marqués (et O (}C;;Sp) =kc®rO(Ys)).
Sis € Setsiae A(s), on note Ps, le point de Y5 correspondant a Y ,.
Alors Y*®P (resp. )O/Sp) est obtenue a partir de la réunion disjointe des Ys"
(resp. }O/SSP), pour s € S, en identifiant les points P,

S1

(a),a €t PSZ(Q)@, pour
a € Ac. Le point Py = Py, (4),0 = Ps,(a),a est alors un point marqué singulier
de Y*®P (appartenant a }()/Sp), et on définit sa multiplicité comme étant m(a).

Ceci fournit une description de I'espace topologique sous-jacent & Y240,
Pour démontrer le théoréme, il reste & prouver que la restriction Oy, aux ou-
verts de Zariski, du faisceau structural @yaa. de Y29 produit des R-algébres
de Tate, et il suffit de vérifier ceci pour un voisinage assez petit U de tout
point fermé P de yep. 1l y a deux cas & considérer pour P.

e Si P n’est pas un point marqué, alors P appartient & une unique
composante Y;' et on prend pour U un ouvert de ﬁSp; son tube |U[ dans
(la fibre générique de) Y est un sous-affinoide de Y, et on a Oy (U) =
R® 0,01 (JU]) qui est bien une R-algébre de Tate.

e Si P =P, avec a € A, et si S(a) = {so,s1}, alors P, est le point
d’intersection de Y5 et Ys". On prend pour U un ouvert de la forme Uy UUy,
ot U; est un ouvert de Ys" contenant P, et suffissamment petit pour qu’il
existe Z; € O(U;) ayant un zéro simple en P,. La propriété de faisceau décrit
Oy (U) comme le noyau

Oy (U) =Ker[R® . (07 (Vo)) x 67 (1)@ O(Ya) = O(Ya,s,) X O(Ya,s,)]
ou |U;[ est le tube de U; dans Y, les fleches de @(Y,) dans les (Y, ,,) sont

induites par les inclusions des Y, ,, dans Y, et la fleche de 0 (|U;[) dans
O(Yas,) par Yu 5, 2 Ys, o CJU;[, sii =0, 1.
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Posons A = Oy (U), B = 6+(Us[) x 6+(JU1]) et B = R® ¢, B. Com-

mengons par prouver que la suite

R[[To, Tg ') & R([T1,T7")

02 A= B2 R, T — m(a)

est exacte. Elle est exacte a gauche et au milieu par définition de A. Pour
prouver la surjectivité de la fleche de droite, il suffit de le faire modulo

m(a) car tout est séparé et complet pour la topologie m(a)-adique. Mais
Ro[[To, Ty V&R [[T1, Ty ")

alors, si R, = R/m(a), lapplication B/m(a) — R [[To,T1]]/(ToTy)
Ra[[To, T3 ") R, [Ty, 1Y) o
Tt © Trgmy - Comme B = By ® B, avec

B; = R® ﬁééi et B; = O (JU;[), 'application ci-dessus est la somme des

se

factorise & travers

—1
B;/m(a) — %, ce qui permet d’utiliser le lemme 3.14 pour prouver
sa surjectivité.

Soient BT+ = mR®ﬁéé et AT = AN BT . Le lemme 3.14 permet

aussi de prouver que la suite

mg([To, Ty ") @ mg[[T1, 17"

0= AT = B = S o To /(0T — m(a))

est exacte. Si B = B/BTT et A= A/AT, on a donc une suite exacte

ke((To)) ® ke ((Th))

0= A= B = T T (o)

Il en résulte que A = Oy« (U); en particulier, A est de type fini sur k¢.
Par ailleurs, si z; € 0+(JU;]) est tel que z; ' est un paramétre du cercle
fantome Yy, o, on déduit du lemme 3.14, que 1 et les z:i_k, pour ¢ = 0,1
et k > 1, forment une base orthonormale de B/A. Comme cette base est
constituée d’éléments de B , le lemme 3.8 permet d’en déduire que A est une
R-algébre de Tate, ce que l'on voulait. O

Remarque 3.18. On peut adapter la construction ci-dessus & un patron gé-
néralisé comme dans la rem. 3.16 ; on recolle des R-boules ouvertes Y}, (avec
0(Yy) = R[[T}]]) le long des R-cercles fantomes Yy, pour b € B. La courbe
ainsi obtenue est propre si et seulement si B = A\ A..
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Un affinoide Y construit a partir de 3 shorts et 3 jambes

Ce dessin représent un affinoide Y obtenu en recollant, le long de cercles fan-
tomes (en pointillés rouges), des shorts Yy, , Y5, et Y, de genres respectifs 4, 0 et 3,
et des jambes Y,,, Ya, et Y,., de longueurs respectives 1, po, ps. La fibre spéciale
Y*P a cinq points marqués : trois correspondant aux spécialisations des jambes et
deux aux tubes enlevés sur Yy,. Le squelette I'**(Y") est constitué du triangle de
sommets s1, s et s3 (les longueurs des arétes aj, as et az sont p, pe et ug) et on
obtient I'*d(Y") en rajoutant les fleches ay et as.

Notons que Y est un P! avec deux points marqués. Il peut donc se contracter
et les deux points fusionner en un point de multiplicité pq + po. Cela comprime la
spheére Y, en un cercle et les deux jambes Y, et Y,, se recollent le long de ce cercle
pour former une jambe de longueur 1 + po. Enfin, le sommet sy disparait et les
arétes aj et as fusionnent en une aréte de longueur pg + po.

3.6.3. Cas particuliers. Le th. 3.17 admet un certain nombre de spécia-
lisations sympathiques.

e Lecas R= Oc¢.

Par spécialisation au cas R = 0¢ et m(a) = p*(9), on tire le résultat
suivant (l'unicité est immeédiate ; I'existence est fournie par le th. 3.17).

Théoréme 3.19. Si (T, (Yi)ier, (tij)(ij)en..) est un patron de courbe, il
existe un unique couple (Y,S), ou Y est une courbe quasi-compacte et S
une triangulation de Y, dont ce soit le patron.
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o Le cas R = O¢[[T,, a € Al

Soit (I, (Yi)i, (ti,5)(ij)er,.) un patron de courbe, avec I' = (4,5, i), et
soit Y la €¢-courbe qui lui correspond. On fabrique un patron de R-courbe
en changeant a — p(a) en a — Tg. La R-courbe associée peut étre vue
comme une famille de courbes paramétrées par la boule unité ouverte BA-
La fibre en (p*(®),c 4., est Y'; toutes les courbes de la famille ont la méme
fibre spéciale (au marquage prés : P, devient de multiplicité v,(z,) sur la
fibre en (24)aca,) ; la fibre en (0)4c4,, est une courbe singuliére ayant méme
graphe dual que la fibre spéciale.

e Le cas R = Ajy.

Soit (T, (Y2)s, (4ij) (s 7])612) un patron de courbe, avec I' = (I, I, i), et
soit Y la Og-courbe qui lui correspond. On peut fabriquer un patron de
Ain-courbe (T, (Y;);, (Zij)(i,j)el..) en choisissant des modéles Y, sur O des
Ys, pour s € S, et en posant :

<o ﬁ( ).:Amf@)@ ﬁ( ) siseSs,

o ﬁ(Ya) = Alnf[[Ta,slaTa,SQH/(Ta,slTa,SQ - ﬁu(a))’ sia€ A,
et en choisissant :

o lgs - Ainf[[Tsa,T 5 Ainf[[Tas,T 1) un relévement de tq, si
(a,s) € I. (un tel relévement est obtenu en choisissant un relévement
Za,s(Ts,a) S Ainf[[Ta 37T > de La,s(Ts,a) € ﬁC[[Ta s»T >)

Le patron ainsi deﬁnl dépend du choix des Y, et des lij 3 la Ajpp-courbe Y
qui lui correspond peut étre vue comme une famille de courbes ayant toutes
la méme fibre spéciale, paramétrées par les idéaux premiers fermés de Aj,y :

—lafibreen p=pest Y;

— la fibre en p = [a] avec a € me» \ {0} est un modéle sur O, d’une
courbe lisse définie sur Cl ;

—la fibre Y en p = 0 est un modele sur O d'une courbe singuliére définie
sur C, ayant méme graphe dual que la fibre spéciale de Y ;

— la fibre en p = 0 un modéle sur Og» d’une courbe lisse sur c’.

On peut donc, en particulier, voir Y comme une famille de courbes in-
terpolant entre Y et Y.

3.7. Cohomologie de de Rham adoque

Soit (I, (Yi)i, (4i,5)(i,j)er,..) un patron de courbe, avec I' = (I, Iz, j1), et
soit Y la Oc-courbe qui lui correspond. On décompose I sous la forme A LIS
habituelle. Si a € A. a pour extrémités sq, 2, on note Uy? I'ouvert de Y*P
constitué de P, et des lieux de lissité de Y2P et VP, Le tube U, de USP
s’obtient en recollant Y, et Y, a Y, le long de Yy 4, et Y, q,.
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Les U, forment un recouvrement de Y, et on peut calculer la cohomologie
de de Rham de Y a la Cech en utilisant ce recouvrement. Si a1, as € A(s),
on a Uy, NU,, = @ sauf sil existe s € S tel que a1, ap € A(s), auquel cas
Uay,as = Ua, NUq, = Y,. On note C3z (Y) le complexe

Cqr(¥) =[] W) — ] 2°(Va,.a)]

a€A. ai,az

Ses groupes d’hypercohomologie sont les groupes HQR(Y) de cohomologie de
de Rham (logarithmique) de Y. Un 1-cocycle est de la forme

((wa)a, (fa1,02)a1,02),  wa € Ql(Ua)a far,as € O(Uaya5),
dfa1,a2 = waz - wa17 fa17a2 + fa2,a3 + fag,al = 07 Si a17 a27 a3 E A(S)

Un 1-cobord est de la forme ((dfa)a, (fa, — fai)ai,as)-
De méme, on définit les HQR(YadO) comme les groupes d’hypercohomo-
logie du complexe

Car(V*®) = []Jov) — ][] (i)

el ( 7])€IZ,L

On choisit a(s) € A(s), pour tout s € S. Cela fournit une application

ZéR(Y) - ZéR(Yado) envoyant ((Wa)as (far,as)ar,az) sur ((1i)i, (9i5)i5), avec
Na = Wa 81 @ € A¢, s = Wa(s) 81 8 €S et gos = faas) st (a,8) € o

Proposition 3.20. L’application Zix(Y) — Zi; (Y29°) ci-dessus induit un
isomorphisme

Hip(Y) = Hgp(Y™")
qui ne dépend pas du choiz des a(s).

Démonstration. Sion change a(s) en a/(s), le cocycle ((1:)s, (gij)i,;) est mo-
difié par le bord de ((fu(s),a(s))ss (0)a), ce qui montre que le morphisme de
la proposition ne dépend pas du choix des a(s).

Prouvons son injectivité. Si 7; = dg; et g;; = g; — gi, et sia € A a
pour extrémités s; et so, alors g, est la restriction a Y, de la fonction f,
sur U, valant gs, — fy(s,),a SUr Ys, (ces fonctions se recollent sur les Yy s, car
faa(s) = Gas = gs — 9a)- Alors ((Wa)a, (fa1.as)a1,a.) €st le bord de (fy)a, ce
qui prouve l'injectivité.

Passons a la surjectivité. Compte-tenu de I'injectivité et de ce que tout
est (dérivé) complet pour la topologie p-adique, il suffit de vérifier le résultat
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mod p", avec r > 0. On choisit r assez petit pour que Y/p" = (O¢/p" )®10/SP
Auquel cas, comme H 2 est sans p-torsion, on est ramené au méme énoncé
pour YSp ol les deux membres calculent la cohomologie de de Rham de ysp
vu comme espace de Berkovich et sont donc égaux. O

Remarque 3.21. Les mémes techniques permettent de prouver que, si on
compactifie un short Y en une &c-courbe propre X en recollant des disques
D; le long des cercles fantomes C; a la frontiére, alors on peut calculer la
cohomologie de de Rham de X en utilisant le recouvrement par Y et les D;.
On en déduit une suite exacte

0= Hig(X) = Hig(Y) @ HHéR ) = HHdR ) = Hig(X)
i

4. Cohomologie des boules, des jambes et des cercles
fantomes

Dans ce chapitre, on définit les symboles f-adiques des jambes et des
cercles fantémes. Si ¢ # p, ces groupes ont une expression simple (et clas-
sique), et on relie (prop.4.11) les symboles p-adiques & la cohomologie syn-
tomique en se ramenant aux cas des boules unités ouverte et fermée. Le
lien entre cette cohomologie syntomique et la cohomologie étale p-adique est
exploré dans ’appendice.

4.1. Symboles ¢-adiques

4.1.1. Fonctions inversibles. Le lemme 4.2 et le cor.4.3 sont parfaite-
ment classiques, mais la preuve que nous en donnons est une bonne intro-

duction aux méthodes utilisées dans D'article.
On munit B, [[T]] du frobenius P ns0anT™) = 50 plan) TP

Cris

Lemme 4.1. Soit 4 € 1+TBZ
lentes :
a) & €1+ TAgs|[T]]
b) 90{53) €1+ pT A
c)
Démonstration. L’'implication a)=-b) est immédiate ainsi que 1’équivalence

de b) et ¢). Il ne reste donc que b)=-a) a prouver. On peut écrire @ sous la
forme @ =[],~;(1+u,T™), et on montre, par récurrence que u, € Acsjs : i

[[T]]. Les conditions suivantes sont équiva-

~ Kl
20 & pT Acis[[T]).

in=1u |] Q+wT)™,

i<n—1
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I’hypothése de récurrence permet de montrer que %p ) e 14 PT A is[[T]]-
Or le terme de degré n est juste —pu,,, et donc u, € Acys. O

Lemme 4.2. (i) Tout élément u de (Oc[|T, T~ )[ 1)* peut s’écrire, de ma-
niére unique, sous la forme u = cT*uiu_, avec k € Z, ¢ € C*, uy €
L+ TOG[T)] etu_ € 1+ T 'me(T71).

(i) (v(u),v'(uw)) = (vp(c),k) ne dépend pas du choiz de l'uniformi-
sante T

Démonstration. L’unicité est claire : si a1 ku+u_ = bTv v_ avec k > £,
alors 2= = 4Tk= MJ“ , d’ott I'on déduit que v_ = u_ (car le membre droite
appartient a O¢|[[T ]] [p] et celui de gauche & 1+T " tmg(T~!) et I'intersection

de ces deux ensembles est réduite & {1}), puis que k = ¢ et a = b (regarder
le terme constant du membre de droite), et donc uy = vy aussi.

Prouvons 'existence. En utilisant la théorie des polygones de Newton, on
prouve que u =y c, " € Oc[[T, T~ )[p] est inversible si et seulement si
inf,,cz vp(cy) est atteint. Si on note k le minimum des n pour lesquels vy (cy,)
est minimum, on peut écrire u sous la forme ¢, T*ug, avec ug = ZnGZ apT™,
avec a, € O¢ pour tout n, ap = 1, a, € mg sin < 0 et a, — 0 quand
n — —oo.

Relevons ug en g € Acs[[T,T71) (par exemple dg == 3, z[al]T™).
Alors g est inversible et donc on peut écrire d“” = adg + +% +f _%, avec
a € Acis, f1 € TAcs[[T]] et f- € T 1ACHS< 1).

On a %%0) € 1+ pAuis[[T,T~Y) et on peut donc écrire log £ pllo) _
p(b+ gy +g-), avec b € Acyis, g+ € TAuis[[T]] et g € T~ 1Acm< -1y
et on a dgy + dg— = (% —1)(a+ f+ + f,)%. Comme ¢(T') respecte la
décomposition en puissances positives et négatives de T', on en déduit que
dgy = (% — 1) f+ 9.

Posons @iy = exp([ f+4-) € 1+ TB,

Cris

[T)). On a log §%) = pgy €
pAcis[[T]]. Il en résulte, grace au lemme 4.1, que 44 € 1 + Agis[[T]], et
donc, si uy = 6(ay), on auy € 1+ Tﬁc[[T]]. De plus, par construction,
i—?—?j-@(a—kf)%éﬁ( >%,etdoncv:;‘—ieﬁc<T_1>Si
v =2 ob, ", il suffit alors de poser ¢ = c;by et u_ = % pour avoir la
factorisation de u cherchée.

Pour prouver le (ii), posons A = O¢[[T, T~ ') et I = m¢[[T,T71). Si
S € A est tel que g : O¢[[S,S™) — A est un isomorphisme, alors I'image
de mg[[S, S™1) est encore I et 1g induit un isomorphisme kc((S)) = ko ((T))
par passage au quotient modulo /. Maintenant, r = vp(c) est caractérisé par
I'appartenance de p~"u et p"u~! & A et k est la valuation T-adique de I'image
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de p~"u dans kc((T')) ; c’est donc aussi la valuation S-adique de p~"u dans
kc((S)) au vu de I'isomorphisme ci-dessus. Il s’ensuit que (r, k) ne dépend
que de u et pas du choix de T, comme voulu. O

On rappelle que si Y est une jambe ou un cercle fantéme on définit
O (V&™) comme étant ﬁ(Y)[%] ;on a donc O(Y8")*™* = 0(Y)**.

Corollaire 4.3. Si Y est une jambe, avec O(Y) = O¢|[T1,To)]/(ThTe —p"),
et si u € O(YE™)*, on peut écrire, de maniére unique, u = chk Uy U_, avec
keZ,ce C*, uy e 1+T10c[[Th]] et u— € 1 + 10 [[T2]].

Démonstration. On a O(Y#")* C (ﬁc[[leTfl)[%])*, ce qui fournit une
factorisation de u sous la forme u = chk Uy u_, avec k € Z, c € C*, uy €
1+ TOc[[Th]]) et u— € 1+ Ty "me (T ). Mais

u_ = MR T = us € O(YE) N (14T Oc(TTY)) = 14+ Ta 00 ([ T3]
ce qui permet de conclure. O

4.1.2. Symboles. SiY est un cercle fantoéme une jambe ou la boule unité
fermée, on pose

Symb, (Y&") = Z, ® O(Y5™)*.

Si Y est une jambe ou la boule unité fermée, on définit Ay, (Y*") comme
le sous-groupe de C(Y8")* des f dont le diviseur est a support fini (ceci est
automatique dans le cas de la boule) et divisible par ™.

Lemme 4.4. On a un isomorphisme naturel

Symby(YE) 55 Jim (Ap(YE)/(CYE0)*)")

Démonstration. L’injectivité est une conséquence de ce que, si f € 0(Y&")*
etsi f =g avec g € C(Y&™")* alors g € O(Y#™)* puisque (Y&") est nor-
mal (ou bien en remarquant que g n’a ni zéro ni pdle sur Y'). Pour la surjecti-
vité soit f = (fn)nen un élément du membre de droite. Puisque tout diviseur
de support fini est principal, il existe h,, € C(Y&™)* tel que u, := f,h*" €
O(YE™N)*. Or fry1/fn € (C(YEM)*)" donc uyi1/un € (C(YE)*)" et en
utilisant encore la normalité de € (Y8) on obtient u, 1 /u, € (O(YE)*)¢",
Ainsi (uy,), induit un élément de Z, ® €(Y8")* s’envoyant sur (f,)n, ce qui
permet de conclure. O
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Proposition 4.5. Si Y est une jambe ou un cercle fantéme, et si £ # p,
Uapplication résidu®' induit un isomorphisme

Res : Symb, (Y8") = Z,.

Démonstration. 11 ressort du lemme 4.2 et du cor. 4.3 (et de ce que C* est
¢-divisible) que 'on a des isomorphismes

Ze®(2e®O(B)) @ (Z®O(B)*) Y jambe,

B *

&®5Wwwg{zmﬂm®ﬁ(fﬂﬂh®ﬁwﬁ

) Y cercle fantome

On conclut en remarquant que 1+ X O¢[[X]] et 1 + Xmc(X) sont tous les

deux (-divisibles si £ # p car la série ) ;- (1/ Z) (x — 1)F converge dans les
deux cas. g

2. Régulateur syntomique

4.2.1. Le régulateur. Si 0(Y) = O¢[[T1,T:]]/(Th T2 — p") (ie. Y est
une jambe), on pose O(Y) := Ayis[[T1, To]]/(T1Ts — §") comme au n° 3.3.2.
Si Y est un cercle fantome (avec O(Y) = O¢[[T,T~')), on pose ﬁ( ) =
Ais[[T,T71). Si Y est la boule unité ouverte B (et donc O(Y) = O¢|[T),
on pose O(Y) := Aqs[[T]], et si Y est la boule unité fermée B (i.e. O(Y) =
Oc(T)), on pose O(Y) := Aqis(T).

Dans tous les cas : B B

e On dispose d’une surjection &(Y) — @(Y) ; on note F'&(Y') le noyau.

e On munit &(Y) du frobenius ¢, agissant comme on pense sur As, et
par T; — Tf ou T +— TP suivant les cas.

e On note (Y le module des différentielles continues de & (Y) relati-
vement 4 Acjs. On a donc QYY) = ﬁ(Y)%Z avec Z =Ty (resp. Z =T)
si Y est une jambe (resp. un cercle fantéme), et on a QYY) = ¢(Y)dT si
Y=BouY =B.

SiYy = B B, une jambe ou un cercle fantéme, les groupes de cohomologie
syntomique Hsyn(Y, 1), sont les groupes de cohomologie du complexe (notons

que o(F'O(Y)) C pﬁ(f/’) et gp(Ql(f/)) C le(f/), ce qui donne un sens a %) :

_ d1-® _ _(1-8)-d
Syn(Y,1) := FlO(Y) QYY) oY) = QNY).

31. Obtenue, par continuité, a partir de f — Resy J{c
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Remarquons que, dans tous les cas, un élément de H" est une constante (car
tué par d) appartenant a (F'Ais)?~P, et donc

Hgyn(Ya 1) = Zpt
Comme Z,®C* = 0, on peut écrirte u € Z,® O(YE™)* sous la forme
HnZO(T“”uﬁn), avec ap, € Z (ap, =0siY = é,B) et u, € O(Y)*. Si on

choisit un relévement @, de u,, dans & (17)*, et sion pose a =73 - p"an et

T n dii, 1 w(un)
T = a7+ +Zn20p ) et y= Z>Op log

alors (z,y) est un 1-cocycle de Syn(Y,1). Comme iy, est bien déterminé & un
élément de 1+ F1O(Y) prés, la classe de (z,y) dans HL (Y,1) ne dépend

syn
CZJ, 1 w(v)) est le bord de log®

qui appartient a F! 6"(}7) sivel+ Flﬁ(Y) puisque F'A s admet des
puissances divisées). Elle définit donc une application

que de u, et pas du choix des @, (car ( log

Sy : Symb,(YE™) = Z,® O(YE™")* — Hy, (Y, 1).

4.2.2. La boule ouverte. Dans ce cas, 1+ T'0¢[[T]] est complet pour la
topologie p-adique, et I'application naturelle 1 +TO¢([[T]] — Z, & O(B&™")*
est un isomorphisme. On peut donc définir § 5 sans passage a la limite : si
u € 1+ TO¢[[T]], on choisit un relévement @ de u dans 1+ TACHS[[T]] (i.e
6(a) = u), et alors (‘%’“ 1 log ( )) définit un 1-cocycle de Syn(B 1) (on a
% € 1+ pTAqis([T]], et donc —log (Z) € Agis[[T]]). Ce cocycle est le
cobord de log @ qui n’appartient & F'A.s[[T]] que si u = 1. On a donc
construit une injection naturelle

8511+ TOc([T]) — H (B,1).

syn

Proposition 4.6. On a
1somorphisme

syn(B 1) = Zyt, Hgyn(B,l) = 0 et 05 induit un

§5:1+TOc([T]) = Hy (B,1).

syn

Démonstration. La nullité de H? résulte de ce que 1 — TP~ 1y est surjectif
sur Agis[[7]] (et méme bijectif, d'inverse 1 + TP~ to + (TP 1p)2 +--+), ce

qui implique que 1 — % : Ql(B) — Ql(B) est surjectif.
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Maintenant, on a
Syn(B,1) = Syn(B,1)" & C3,

ou

di-2
P

bdol
@
S
o/
=
aol

Syn(B,1)" == F16(B) QY

avec ﬁ(é)o = TAqis[[T]], et

1—¢e

06 - [FlAcris%p'Acris%'O]-

On a HY(CQ) = Z,t, HY(CY) = 0 et HO(Syn(B,1)*) = 0. Pour conclure, il
suffit donc de prouver que injection 65 : 14+ TO¢([T]] — Hl(Syn(é, 1)™)

est une surjection. Soit donc (x,y) un 1-cocycle de Syn(é, 1)*, avec x =
(ano a:nT”)dT, Y=> 1 YnT™ Soit f=3" 5, i1 de telle sorte que

n
f € TBL. [[T]] vérifie df = x, et soit & = exp f € 1+ TB, [[T]]. 1l s’agit de
prouver qu’en fait @ € 1 + T A¢is[[T]] car alors (z,y) = 5§(9(ﬂ))'
Or (1—£)f =y car les deux membres ont méme terme constant (i.e. 0)

et méme différentielle puisque

A((1-£)f) = (1= ) -df = (1 - L) =dy,

et donc ¢(f) — pf = py € pT Acis[[T]] et “‘}E? € 1+ pTAcis[[T]], ce qui
permet d’utiliser le lemme 4.1 pour conclure. O

4.2.3. La boule fermée. Soit B la boule fermée. Alors
Z,® O(B*™)* = Z,® (1 + Tmc/(T)).

Soit Mepis = {SU € Agis, 9(:6) € mc}.
Proposition 4.7. H2 (B,1) = Z,t, HZ (B,1) = 0 et dp induit un iso-
morphisme

0p : Zp® O(BE™)*™* = HL (B,1),

sip>2 (sip=2, g est presque un isomorphisme>?).

32. Cela veut dire que dp est injectif et son conoyau est tué par 2.
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Démonstration. Le calcul de HY a déja été fait. Pour prouver la nullité de
H?, il suffit de montrer que T*dT € (1 — ¢/p)QY(B) + dO(B) pour tout k.
En écrivant k 4+ 1 = p'n avec n premier a p et en posant f, = %, on a

i—1

THAT = dfy + (1 — p/p)w, wi=— (o/p)’ (dfn)-
7=0

L’injectivité de dp se démontre comme pour la boule ouverte. La sur-
jectivité est nettement plus délicate et demande quelques préliminaires, qui
seront aussi utilisés dans le chapitre 5.

Lemme 4.8. Soient (ap)n>0 €t (bp)n>0 deur suites dans Acis, qui tendent
vers 0 et telles que b, = ¢"(ag) + pp"~(a1) + ... + p"an pour tout n. Alors
O0(bn)/p" T € Oy pour tout n et limp_so0 0o (brn) /p" T = 0.

Démonstration. On a Auis = O @ Kerfp et cette décomposition est -
équivariante. En appliquant 0y a I’égalité

bnts = ¢°(bn) + p" " Hant1) + oo+ 9" Pan s

et en passant & la limite pour s — 0o, on obtient

0p(B0(bu)) = int (k +up(B0(an).

ce qui permet de conclure puisque limy_, vp(6o(ag)) = oo. O

Lemme 4.9. Sip > 2 et a € ker(0y), il eviste z € TF'Agis(T) tel que

exp (2 + Zp_fape(a)sz) €1+ Tmeis(T).
>0

Si a € pN ker(6g) on peut choisir un tel z dans pNTFAcis(T).

Démonstration. Puisque Acis = Ainf[%]/\, il existe une suite x;, € Ajyr
sk _ sk

tendant vers 0 telle que a = >,z k;. Notons a; = z:%) rply et ap =

a — ay. Puisque 6p(a) = 0, on a g € W(mes) et donc a; € W(mes) aussi.

En écrivant a1 = Y, p*[bk] avec b, € mes, on obtient

exp Zp ©*(a1) Tp HeprH (03] T)P" € 1+ T (T),
>0 k>0
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puisque 'exponentielle d’Artin-Hasse

expap(X) = exp()_p ' X7
>0

appartient a 1 + XZ,[[X]].

I1 suffit donc de démontrer le résultat pour as. La relation ¢(p) = pP et

£
Iinégalité Up(%) = k’% > p!, valable pour k > p et £ > 1, montrent que
la série ) o4 p ! (ag)Tp2 converge dans pA.s(T) et, puisque p > 2, son
exponentielle est dans 1 4+ Tmes(T). Il reste donc & montrer l'existence de
z € TF'ALis(T) tel que exp(z 4+ aoT) € 14 Tmeis(T). 11 suffit de poser z =
ko k K

- ZkzZp 1P =T et de noter que z 4 aoT = Zkzp o 5T € pAais(T). O

Remarque 4.10. Pour p = 2, la preuve ci-dessus tombe en défaut mais reste
valable si on remplace a par 2a.

Revenons a la preuve de la surjectivité. Soit (z,y) un 1-cocycle du com-
plexe Syn(B,1)*, avec z = (Y, > znT™)dT et y = >, Yo T". En décom-
posant n sous la forme n = p'j, avec (,p) = 1, on peut écrire

e= Y O y= 3 p0a,
(4:p)=1 (4:p)=1

avec ¢(j) — +oo quand j — oo et

bj =Y biTW T € Ais(T)dT,  a; = a; ;T € Auis(T).
i>0 i>0

Soit
fi= 5T

>0

1l suffit de montrer l'existence de z; € TF'Aqis(T) qui tendent vers 0 et
tels que @i; = exp(z; + f;) € 1+ TBL[[T]] appartienne & 1 + T'meyis(T), car

; cris
alors (x,y) = 5 ([T, 0(a;)?") dans HL,(B,1).

La relation (1 — %):L’ = dy se traduit par by ; = ag; et b; j = p(bi—1,;) +
piam- sit > 1. On a alors

bij = wi(ao,j) +P90i_1(a1,j) + - +piai,j-
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Cela montre d'une part que

Fi=> O e any)T?")

k>0 £>0

et d’autre part (lemme 4.8) que ", fo(bi;)p~*T’P" converge dans pO(T),
donc son exponentielle appartient & 14 Tmes(T) (si p = 2, il faut multiplier
x et y par 2 pour assurer cette appartenance). En utilisant la décomposition
p-équivariante A pg = ﬁcv, ® Ker 0y on peut ainsi se ramener au cas a;; €
ker(6y) pour tous i, j. Comme aj; — 0 dans Kerfy (i.e. p-adiquement), il
suffit d’appliquer le lemme 4.9 pour conclure. O

4.2.4. Jambes et cercles fantémes. Soit Y une jambe ou un cercle
fantome (i.e. O(Y) = O¢|[T1,T2]]/(Th T2 — p") ou ﬁc[[Tl,TfI».

Proposition 4.11. HY (Y,1) = Z,t et §y : Symb, (Y8") — HL (Y,1) est

syn syn
un isomorphisme, si p > 2 (et presque un isomorphisme si p = 2).

Démonstration. 11 ressort du lemme 4.2 et du cor. 4.3 (et de ce que C* est
p-divisible) que I'on a des isomorphismes

~ o ~ o

Z,® (2,3 0(B)*) o (Z
Z,® (Z,®O0(B)*) @ (2,

5
®
=)
Sy
3

Zp<§> O(YEeR)* Y jambe,
Y cercle fantome.

kS
®
N
S
K
=

Le complexe Syn(Y, 1) se décompose pareillement (en regardant le signe des
puissances de T') sous la forme

Syn(Y, 1) = Syn(B,1)* @ Syn(B,1)* & C? siY est une jambe,
n 3 = o
Y Syn(B,1)* @ Syn(B,1)* & C? siY est un cercle fantome,

ot C7 est le complexe

(0,1-2) (1-2)—(0)
[ FlAcris -‘Acrisdelw1 ® Acris — IAcrisdTll1 ]

Ona HY(C?) = Zyt et HY(C}) = Zp‘%l (car gp(dTTll) = pdTTll). Cela permet de
déduire le résultat de ceux pour les boules (prop. 4.6 pour la boule ouverte
et prop. 4.7 pour la boule fermée). ]

Remarque 4.12. Si'Y est la boule ouverte ou une jambe, la relation entre les
H! (Y, 1) et les H. (Y, Z,(1)) est analysée dans I'appendice.

syn
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4.3. Dégénérescence de couronnes

Les résultats de ce § et du suivant seront utilisés dans le chap. 6 pour les
preuves de la prop.6.12 et celle du th.6.21 (via le lemme 6.19).

Soit Y une jambe, avec O(Y') = O¢[[11,T>]]/(Th T2 —p") et soient C1, Co
les cercles fantomes aux extrémités de Y, avec €0(C;) = Oc[[T;,T; ') si
i=1,2.

4.3.1. Dégénérescence géométrique. Soit Y*° la couronne singuliére
O(Y>®) = Oc|[Th,T5]]/(T1T3). Les cercles fantémes aux extrémités de Y
sont encore O et Cy. Si Z =Y, Y, C;, on définit Q!(Z) comme le module
ﬁ(Z)dell (avec la relation C% = —C%l). Soit Q°(Z) le complexe

Q(2)=(0(2) - Q'(2)).

Notons que tout élément de 0(Y*°) ou O(Y) peut s’écrire, de maniére
unique, sous la forme ag + ), < anT]" + Y, ~1 bnT5'. De méme, tout élé-
ment de Q1(Y>) ou Q1(Y) peut s'écrire, de maniére unique, sous la forme
(ao + > s @I+ bnTQ”)qu:l. Cela fournit un isomorphisme naturel
de complexes Q°*(Y>°) = Q*(Y).

Le probléme que nous allons rencontrer est que cet isomorphisme ne
commute pas aux fleches naturelles vers Q°(C;). Pour remédier & ce probléme,
on introduit le quotient Q°(C;) de Q°*(C;) défini par :

0(Ci) = Q%(C)/ (T 0T ) — d(T; Oc(T))).

(Le complexe T, ' Oc(T;7Y) — d(T;7 1 Oc (T 1)) est acyclique et donc Q°(C;)
est quasi-isomorphe a Q°*(C;).)

Lemme 4.13. Si pNr > 1, le diagramme suivant commute a pN L pres

Q*(Y>) —0°(C))

| H

Q(Y) ——0°(C)

Démonstration. On peut supposer que i = 1. Alors 71" € 0(Y*°), pour
n > 0, s’envoie sur 77", que ce soit par O(Y>°) — 0(C4) ou par O(Y*°) —
O(Y) — 0(C1). Quant & T, pour n > 1, il s’envoie sur 0 par 7(Y*>°) —
O(Ch) et sur p"" T, " par O(Y>®) — O(Y) — O(Cy), et donc sur 0 si on
quotiente par Tflﬁc <T1_1>-
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De méme, 17 dr":l, pour n > 0, s’envoie sur 77" dTl par les deux chemins.
Par contre, T4 dTl, pour n > 1, s’envoie sur 0 par Ql(YOO) — QYC) et sur
p”’"Tl_"a%1 par Ql(YOO) — QYY) — QY(Cy). Or pm“Tl_”dTll1 = —d(E-T7 ™),

N_I% € Z,, pour tout

et on vérifie (il suffit de considérer n = p*) que p
n > 1, si pNr > 1, et donc pN_lTZ"% s’envoie sur 0 si on quotiente par
AT Oc(TTH). m

4.3.2. Dégénérescence arithmétique. On pose

ﬁ(?) = Acris[[Tb TQH/(TlTQ — ﬁr) et ﬁ(?) = ﬁé[[Tl, TQH/(TlTQ)

On a
O(Y) = Oc ®a.,, O) et OF)=0saa,. OF).
Si h est3® un entier > 0, et si i = 1,2, on définit &(C;)FPr et ¢(C;)FPr
comme les complétés p-adiques 3
ﬁ(ai)PDh = (ACI‘iS[[Eaj—’i_1>[[k/ph]l7 ke N])
O(C)PPr = (04T, T [, k€ N))™

On définit les modules O (C;)FP et Q1(C)PP* comme les modules des
différentielles continues sur A s et ﬁ’é respectivement, et on définit les com-
plexes

Q=HC) = (0(C)TPr — QNCHERE),  QTENC) = (0(CH)Pr — QN(CH)ER),

Ces complexes calculent la cohomologie de de Rham de 6’ et C; (a ph prés),
mais comme ci-dessus, nous aurons besoin d’un quotient quasi- isomorphe. Si

C’l,Cl, et siAy = Aqis st Z = C et Ay = O st Z = CZ, on pose :

O=N(2) = N2 (T AT — d(T7 AL(TY)).

33. Nous n’aurons besoin que de h = 0 dans cet article sauf dans le n°6.3.5
pour passer du complexe définissant la cohomologie de Hyodo-Kato & un complexe
quasi-isomorphe sur lequel ’isomorphisme de Hyodo-Kato devient transparent.

34. PDy, référe a « puissances divisées partielles de niveau h » ; si h = 0, on obtient
les puissances divisées standard. Le U et ses puissances divisées n’ont d’intérét que
dans une situation o le cercle fantéme est I'intersection d’une jambe Y et d’un short
Y, et on veut mettre un frobenius sur le complexe de de Rham, ce qui demande de
travailler dans Y x Y’ et de prendre un PDj,-voisinage de 'intersection ; le lemme
de Poincar¢ permet de montrer que rajouter U ne change pas la cohomologie de de
Rham de C;, & p" prés.
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Lemme 4.14. SipVNr > 1, le diagramme suivant commute a p™ preés :

Q(Y) — Q=)
! J
Q (V) —= Q" ((y)

Démonstration. La preuve est la méme que celle du lemme 4.13 a la petite
différence pres qu'il faut utiliser Pappartenance de p™ pT a Agis, si pNr > 1
(cela résulte de ce que pP € pAcyis). O

5. Cohomologie des shorts

Dans ce chapitre, le plus technique de I’article, on calcule la cohomolo-
gie des affinoides ayant bonne réduction : on exprime la cohomologie étale
l-adique en termes de symboles (cor.5.5), et on en déduit, si ¢ # p, une
expression de cette cohomologie étale en termes de la jacobienne de la ré-
duction (prop.5.10, résultat parfaitement classique). Dans le cas £ = p, on
relie les symboles & la cohomologie syntomique via un régulateur syntomique
(n°5.2.2) et on prouve un dévissage de la cohomologie étale faisant interve-
nir la cohomologie de de Rham séparée (cor.5.22). Enfin, dans le cas des
petits shorts, on prouve que le régulateur syntomique est un isomorphisme
(th.5.34), ce qui nous permettra d’étendre les résultats au cas de mauvaise
réduction dans le chapitre suivant.

5.1. Cohomologie étale des courbes quasi-compactes

Soit Y une courbe quasi-compacte définie sur C'. Rappelons que cela
signifie que Y est lisse, irréductible, et que Y est propre ou affinoide. Soit
C(Y) le corps des fonctions méromorphes sur Y.

5.1.1. Groupe de Picard. Soit Div(Y) le Z-module libre de base Y (C).
Soit Pic(Y) le quotient de Div(Y") par le sous-Z-module des Div(f), pour f €
Frac(0'(Y)). Si D € Div(Y'), et si les U; forment un recouvrement de Y par
des affinoides, tels que D = Div(f;) sur U;, alors f; j = fi/f; € O(U; N U;)*
et les f;; définissent un élément [D] de H'(Y, 0*) qui ne dépend que de D,
et 'application D ~ [D] induit un isomorphisme de Pic(Y) sur H(Y, 6*).

Soit X une compactification de Y par recollement de disques ouverts D;
le long des éléments Cy, ..., C, de Y (si Y est propre, alors 9*Y = &
et X =Y, bien sir). Alors X est 'analytification d’une courbe algébrique
propre, encore notée X.
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Choisissons Py € X(C) (si Y n’est pas compact, on prend pour Py le
centre de Dy). Soient J la jacobienne de la courbe algébrique X (le groupe
J(C) est alors naturellement un groupe de Lie sur C), ¢ : X — J le plon-
gement envoyant P sur la classe de P — Py, et H le sous-groupe de J(C)
engendré par les «(D;).

Si Y est propre, Y. pnpP — (Y pnpi(P),> pnp) induit un isomor-
phisme Pic(Y) = J(C) x Z; si Y n’est pas propre, on a le résultat suivant :

Proposition 5.1. (van der Put [48]) Si Y n’est pas propre, lapplication
YopnpP — > pnpu(P) induit un isomorphisme J(C)/H = Pic(Y).

Remarque 5.2. Supposons Y non propre (et donc Y est un affinoide).

(i) H est un sous-groupe ouvert de J(C), cf. [48].

(i) Si C = C,, alors J(C')/H est un groupe de torsion (cf. [7, th.4.1] ou
[12, th. 3] pour une preuve plus élémentaire), et donc Pic(Y") aussi.

(iii) Pic(Y") est p-divisible (J(C) I'est) et H(Y, Gy,) = 0 [3, lemma6.1.2].
La suite de Kummer montre donc que H*(Y, p1,,) = 0 (cf. aussi |3, cor. 6.1.3]).

5.1.2. La suite de Kummer. Si ¢ est un nombre premier, et si M =
Z/0", Zy, Qy, les groupes de cohomologie étale HZ (Y, M(1)) sont, par défi-
nition, reliés par :

H (Y. Qe(1) = Qe ® Hgy (Y, Zo(1)),  Hi (Y. Zo(1)) = lim H, (Y, Z/"(1)).

La suite exacte 0 — Z/¢"(1) — Gy, — Gy, — 0 induit la suite exacte
de Kummer :

0= (Z/1")® O)* — HL(Y,Z/"(1)) = Pic(Y)[("] — 0.

En prenant une limite projective sur n, puis en inversant ¢, on obtient
les suites exactes :

0— Z®ROY)* = HL(Y,Zy(1)) = Ty(Pic(Y)) = 0,
0= QBRO(Y)* = HL(Y, Q1)) = Vy(Pic(Y)) = 0

Remarque 5.3. Les Zg-modules Z®0(Y)* et Ty(Pic(Y)) sont sans torsion et
complets pour la topologie (-adique ; il en est donc de méme de Hj, (Y, Z,(1)),
et H.(Y,Q(1)) est un Qg-banach dont la boule unité est HZ (Y, Zy(1)).



576 Pierre Colmez et al.

5.1.3. Description de la cohomologie étale en termes de symboles.
Soit Ag,(Y') le groupe
Apn(Y):={feCY)", Div(f) € ("Div(Y)}.

Si f € Apn(Y), on note ¢, (f) sa classe de Kummer dans HZ (Y, Z/0"(1))
(comme Div(f) € £"Div(Y), I'algébre obtenue en rajoutant f1/¢" est étale
sur 0(Y)).

Lemme 5.4. ¢, induit un isomorphisme :
Aa(V)/(C(Y))" 2 Hy (Y, Z/0°(1)).
Démonstration. L’application f — ¢~"Div(f) induit une suite exacte
0— o) /(O — A&n(Y)/(C(Y)*)Z” — Pic(Y)[¢"] — 0.

On en déduit le diagramme commutatif suivant dans lequel les lignes sont
exactes

| o oo
0—= )/ (OY))" ——= H{(Y,Z/0*(1)) ——= H'(Y,Gp)[0"] — 0

et on conclut grace au lemme des 5. O

Posons

AK,OO(Y) = {(un, Vn)neN, un € Aﬁ,n(y)7 Un+1 = Unvf:’a v, € C(Y)*}
Ao V)™ = {(f3" fr1/Fn)nen, fn € C(Y)*} C Agoo(Y),

et définissons le groupe des symboles f-adiques par
Symb,(Y) = Ag7m(Y)/Ag7m(Y)triV.

Remarquons que O(Y)** < Symb,(Y) (par u — (un,Vp)n, avec up = u et
v, = 1 pour tout n).

Corollaire 5.5. On a un isomorphisme naturel

Symby (Y) 2 Hg (Y, Z(1)).
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Démonstration. 11 suffit de prouver la bijectivité de ’application naturelle
Symb,(Y) — im Apn(Y)/(C(Y)*)*". La surjectivité est évidente, et si
(Un, Vn)neN € Aroo(Y) a une image nulle, on peut écrire u, = f." avec
fn € C(Y)*, et donc f£+1/fn = (U avee G, € pgn. Il existe n, € e tels
que 77£L+1Cn = 7, pour tout n, et en posant g, = Nufn, o0 a u, = gt et
Up = .gfb—i-l/gn- O

5.1.4. Le cas des shorts. Soit X une courbe propre et lisse sur O¢, et
soit J := Pic?(X) la jacobienne de X. Alors J est un schéma abélien sur &¢
et on dispose d’un morphisme de O¢g-schéma X x X — J envoyant (P, Q)
sur la classe du diviseur @ — P (on note (P, Q) — @ — P ce morphisme ainsi
que les applications qui s’en déduisent sur les fibres génériques et spéciales).

L’injection naturelle J(O¢) — J(C) est un isomorphisme, ce qui fournit
une fleche de réduction J(C) — J(kc) que Pon note P — P (on note de
méme la réduction X (C) — X (k¢)) et dont on note J(C)o le noyau (c’est
un sous-groupe de Lie de J(C) car Q — P = Q — P et J(C)g est ouvert
dans J(C)).

Lemme 5.6. Si P € X(k¢), le sous-groupe de J(C) engendré par les
Q1—Q2, pour Q1,Q2 €]P], est J(C)o.

Démonstration. Soit g le genre de X. Il n’y a rien & prouver si ¢ = 0; on
peut donc supposer ¢ > 1. Si Q1,Q2 €]P[, on a Q1 = Q2 = P et donc
Q1 — Q2 € J(C)o, ce qui prouve une des deux inclusions.

Pour prouver 'autre, fixons P €]P[ et soit d > 2g+1. Alors X4 : X — J
définie par X4(Q1,...,Qq) = Z?Zl(QZ- — P) fait de X?/S; une fibration en
P99 au-dessus de J. Il existe un ouvert de Zariski U de J, contenant la
section nulle 0 € J(0¢), tel que cette fibration soit triviale sur U, ce qui
fournit une section s : U — X%/S, prenant la valeur (P,..., P) en 0. Alors
U(O¢) contient J(C)g et s(J(C)g) est contenue dans |P[?, ce qui montre
que tout élément de J(C')p est la somme d’au plus d éléments de la forme
Q — P, avec Q €]P[. D’ou le résultat. O

Soit Y un Og-short obtenu en enlevant & X les tubes de Qg,...,Q, €
X (k¢), deux a deux distincts, et soit Y8 I'affinoide qui est la fibre générique
de Y. Les Q; sont en bijection naturelle avec les éléments de 921Y.

Soit H(kc) le sous-groupe de J(kc) engendré par les Q; — Q. Il résulte
du lemme 5.6 et de la prop. 5.1 que :

Corollaire 5.7. Pic(Y&™") = J(k¢o)/H (ko).
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Remarque 5.8. En combinant le cor.5.7 et le calcul standard du groupe de
Picard de X*? \ {Qo, ..., @} on en déduit un isomorphisme

Pic(Y5™) = Pic(Y),

ot Y = Spec(O(Y)" ®¢,. kc) est la réduction canonique de Y. Ce résultat
est un cas particulier d’un théoréme de Gerritzen [26] et Heinrich-van der
Put [31] dans le cas d’une valuation discréte.

Remarque 5.9. (i) On a un isomorphisme %

OYEN*/CTO(Y)™ = O(YF)" [k,

la fléche envoyant u € O(Y#")* sur la réduction @ de p~"u, avec r = vy (u).
(ii) On a une suite exacte

0 — O(YP)*/kE — Ker(9* : 29Y — Z) — H(kc) — 0,

ou 9* : ZY 5 Z envoie (n;); sur >; ni, Vapplication de &'(Y*P)* /k?, dans
7 est f = (vg,(f))i, et celle de Ker(0* : ZoY Z) dans H(kc) est
(ni)i = 32 niQ;.

On dispose d’'une application résidu Symb,(Y&") — Z?Rdy, composée
de la restriction Symb,(Y8") — Symb,(921Y) et de I'application résidu sur
chacun des disque fantomes de 9*1Y". En combinant avec I'isomorphisme du
cor. 5.5, cela fournit une application résidu Hj (Y&, Z,(1)) — Z?ady.

Proposition 5.10. (i) Si £ # p, Uapplication résidu induit une suite exacte
0 — Tpd (ke) — Hy (Y™, Zy(1)) — Ker (9% : Z§"Y — Z) — 0.
(i1) Si € = p, Uapplication résidu induilt une suite exacte

0T J (k) = Hy (Y™, Z,(1)) /(Z, ® O(Y)**) = Ker (9" : Z" V= Z,)) —0.

Démonstration. On a une suite exacte (car la multiplication par " est sur-
jective sur J(k¢))

0— TgJ(kc) — Tg(J(kc)/H(kc)) — 72y ® H(ko) —0

35. Notons que O(Y&8™)** = O (Y )**.
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Le diagramme suivant est alors commutatif a lignes et colonnes exactes :

0

|

Ker

)

07, O(VP)* At (I (ko

H |
02 ®O(YP)* —=Ker(0*: ZI"Y — Zy) —=Zy ®

|
0

o

e
<
>
e

<~ <

~
=

=

=
|
S

(k¢) —=0

O =<— m%

e Pour prouver la commutativité, fixons Py €]Qo[ et notons ¢ : X — J
l'application P +— P — Py (c’est la restriction & {Fy} x X de l'applica-
tion considérée plus haut) que 'on étend par additivité & Div(X). On note
7:Div(X) — J(kc) la composée de ¢ et de la réduction.

On utilise la description (cor.5.5) de HJ, (Y8, Z(1) en termes de sym-
boles. Soit (tn, vn)n € Aroo(Y). La fleche HE (Y8, Zy(1)) — Z, @ H (k)
passant par Ty(J(kc)/H (ko)) envoie (up,vp)n sur limy, o 7(Div(uy,)), ou
Div(uy,) est le diviseur de wu, sur Y (2(Div(uy,)) est aussi 'image ¢(Div(wy,))
dans J(k¢) du diviseur de @, vue comme fonction sur Y*P). L’autre fléche en-
voie (Un,Vp)n sur —limy, o0 Y, vQ, (Wn) t(Q;). La différence entre les termes
généraux des deux suites est ¢(Div(w,,)) ou, cette fois-ci, @, est vue comme
une fonction sur X®P; cette différence est donc nulle dans J(k¢) puisque
c’est 'image d’un diviseur principal sur X*P.

e La premiére ligne est obtenue en quotientant les deux premiers termes
de la suite de Kummer par Z; ® €(Y)** et en utilisant le (i) de la rem. 5.9.

e La seconde ligne est obtenue en tensorisant par Z, la suite du (ii) de
la rem. 5.9.

e La seconde colonne verticale est la suite exacte ci-dessus.

Le résultat s’en déduit en utilisant le fait que Z; ® O(Y)** = 0si £ #p. O

Remarque 5.11. (i) O(Y)** n’est pas p-adiquement complet et s’injecte stric-
tement dans Z, ® 0(Y)**.

(ii) Si £ # p, alors gy, Ty J (kc) = 2g, mais si £ = p, alors rgg T),J(kc)
est égal a la dimension du sous-espace de pente 0 du module de Dieudonné
de J(k¢) et peut prendre les valeurs 0, 1,...,g.



580 Pierre Colmez et al.

5.2. Cohomologie syntomique

5.2.1. Lien avec le complexe de de Rham. Soit Y un short sur 0¢,
et soit Y un modele sur &x. On choisit un frobenius ¢ sur &(Y’), et on note
encore  son extension a

OF) = Auis® 6, 0(Y)

Les lﬁ@lyn(Y7 1), sont les groupes de cohomologie du complexe

_¥ Ly _
d1-# _ _ (1-2)—d _ _

AV e oY) ——=QL(Y),

Syn(Y,1) :== FlO(Y)

ot F1O(Y) = Ker(0(Y) — O(Y)).
d

On note C’&R(?) le complexe O(Y) —%= Q1Y) , et HéR(?) ses groupes
de cohomologie. Comme on ne peut pas diviser ¢ par p sur tout Ac;s, on
introduit O(Y) = O0(Y) + (1 - %)ﬁ(Y) (alors M := O(Y) /O(Y) est tué
par p), et C&R(f/)’ = ( oY) —L=QL(Y) ). On a alors une suite exacte

1-2 -

0= Syn(Y,1) = [ C3x(Y) —> C3%(Y)' ] = (O(Y) = M — 0) — 0.

En passant a la suite de cohomologie, et en utilisant le fait que 1 — % est une

surjection de HO(C’&R(T/)) = Agys sur HO(CG'IR(Y/)’), cela fournit des suites
exactes

0= Zpt = ALY = Ker[0(Y) — M] — HL (V) = Hig (V)97 — 0,
(5.12) 0 — Ker[0(Y)/Oc — M| — HL (V) = HIg(Y)?=F — 0.
Remarquons que, M étant de p-torsion, Ker[0(Y')/Oc — M] est p-isomorphe
aolY)/Oc.
5.2.2. Régulateur syntomique. On rappelle que

Ay (YE) = {f € C(Y®™)*, Div(f) € p"Div(Y*®™")}.

Lemme 5.13. Soit u € Ay ,(Y5™").
(1) Il existe ug € Cu’(lv/)*, ve OY)* ae CYE™* tels que u = ugval” .
(ii) I existe uy € C(Y)* tel que ug = u1b?", avec b € C(Y)*, et tel que
les diviseurs de ug et uy sur la fibre spéciale soient étrangers.
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Démonstration. On fixe une compactification X de Y, et on note J la jaco-
bienne de X. On note Py, ..., P, les éléments de X(kc) \ Y(kc) et on fixe
un relévement P; € X(C) de P;. On envoie X dans J par P — (P — B).
Le cor. 5.7 montre que Pic(Y#") est le quotient de J(k¢) par le sous-groupe
engendré par Pi,..., P,.

Soit u € Apn(YE™"); écrivons Div(u) sous la forme p"D, avec D €
Div(Ye™), Soit D € Div(Y (ko)) 'image de D, et soit Dy € Div(Y (k¢))
ayant méme image que D dans J(ko) (on peut choisir Dy étranger a tout
ensemble fini S donné; en particulier, on peut trouver deux tels choix étran-
gers 'un a Pautre). Choisissons un relévement Dy de Dy dans Div(Y (C)).
Par construction D — Dy a pour image 0 dans J(k¢) et (lemme 5.6) on peut
trouver Q1,...,Qq €]P[ tels que D — Dy — Z?ZI(Qi - 150) = 0 dans J(C).
Il existe donc N € Z tel que D — Dy — 2?21 Qi — NPy = Div(a), avec
a € C(Ye™M)* Alors ua™?" a comme diviseur p"Dy sur Y. 11 sensuit que
p"Dy = n1 Py + - +n.P, dans J(kc), et il existe Ry, ..., Rq €]P[(C) tels
que

"Dy — (niPy+ - +n,B) — (R + - + Rq) + NPy = Div(up),

avec ug € C(X)*. Mais alors v := ua " ugt € O(YE™)* et, quitte & multi-
plier a par @ € C*, on peut s’arranger pour que v € 0(Y)*.

Ceci démontre le (i). Pour prouver le (ii), on part de D1 étranger a DO,
ayant méme image que Dy dans J(k¢), et on reléve D1 en D1 dans D1V(Y)
Il existe alors Q1,...,Qyq E]Po[(é) et N € Z, tels que Dy — Dy — (Qr+--+
Q4) + NPy = Div(b), avec b € C(YE™)*. Mais alors u; = ugh™?" a pour
diviseur p”bl sur Y. Ceci permet de conclure. ]

On rappelle que
Symbp(Ygen) = {u=(un)neN, un € Apn(YEM), Upt1/Un = Uﬁn}/{(aﬁn)neN}-

Soit u = (up)nen € Symb,(Y&"). On écrit u, sous la forme umoa’ﬁnvn
comme ci-dessus, et on choisit des relévements 0, € (Y) et a,, € Fr(0(Y))
de v, et a,, et on pose i, = unjodﬁnf)n. On pose d,,(u,) = (d“: , % log %1%"))
modulo p™.

Lemme 5.14. (i) 0, (uy) est un 1-cocycle de Syn(Y,1) modulo p™.
(ii) Les o (uy) convergent vers un 1-cocycle dy (u) de Syn(Y,1) dont la
classe dans HL (Y,1) ne dépend que de u.

syn
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Démonstration. Soient x, = dg" et yn %log%%") de telle sorte que

On(un) = (pn,yn) modulo p”. On a (1 —
tion est a fortiori vérifiée modulo p™.

De plus, si on prend deux écritures u,, = upah vy, = up1(anby)? vy,

—_ dun,O @ _ dun,l m

avec Up et u, 1 de diviseurs étrangers, on a x, = ST + = ™

modulo p", et comme les diviseurs de u,, o et u, 1 sont étrangers, cela montre

)z, = dyp, et donc cette rela-

sts |l

que x, est holomorphe (i.e. x, € Ql(?) modulo p"). Le méme argument
montre que ¥y, € ﬁ(}N/) modulo p", ce qui prouve le (i).

La convergence de la suite de terme général 0, (u,) vient de ce que
On+1(Unt+1) = On(uy) modulo p™ car wu,y1/u, est une puissance p-iéme.
Si on note 0(u) = (z,y) la limite, alors (1— %):z: = dy par passage a la limite,
et donc §(u) est un 1-cocycle de Syn(Y,1). Ce 1-cocycle est uniquement dé-
terminé au choix preés des vy, et est bien déterminé & addition prés du cobord
limite des log(v,,/?},) si ¥, et ], sont deux relévements de v,. La classe de
§(u) dans HL (Y,1) ne dépend donc que de u, ce qui prouve le (ii). O

syn
Le régulateur syntomique est I’application

Sy : Symb,(YE™") — H_ (Y,1)

syn

dont I'existence découle du lemme 5.14. On peut composer dy avec la fleche

HL (Y1) = Hlg(Y)9=P de (5.12).

syn

Lemme 5.15. Si u € O(Y)** limage de dy(u) dans H&R(EN/)“’ZP est de
torsion.

Démonstration. Si u € O(Y)** vérifie 6(u) = u, alors log @ converge dans
ﬁ(Y)[%] et 8y (u) est le bord de log @ et est tué par p™¥ sip™ loga € 0(Y). O

5.3. Symboles et formes différentielles
Soient Y un short sur Os, Y = Y ®Rg, Oc et Y la fibre générique

de Y. Soit Y = Spec(0(Y) ®g, kc) la fibre spéciale (classique) de Y, un
kc-schéma lisse irréductible s’identifiant a la fibre spéciale de Y. On note

Q; :_ Q; W (k) et Q%—, = Q%—, ke les faisceaux des différentielles de Y et Y
(sur Yg).

5.3.1. Formes différentielles et opérateur de Cartier. On choisit un
relévement ¢ : Y — Y du frobenius absolu de Y. Il induit, par fonctorialité,
un morphisme ¢ : Q;U, — Q;, dont I'image est contenue dans pQ;. Comme

Q%u, est sans p-torsion, cela permet de définir un endomorphisme F' = ¢/p :
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Q; — Q; et un calcul immédiat montre que la composée de la réduction
F: Q%—, — Q%—, modulo p de F' et de la projection naturelle Q%—, — Q%—//dﬁy
est lopérateur de Cartier C~1 : Q%—/ — Q%—/ /d0O%, qui est un isomorphisme
puisque Y est lisse. On note C : Q%—,/dﬁy — Q%—/ inverse de C~1, c’est donc
un endomorphisme de Q%—/ nul sur d0y .

Considérons la suite (By,)>1 de sous-faisceaux de Q%—, définie par By =
dOy et Bni1 = B, + F"(By) et sa limite Boo = UpBy = Y~ F"(B1).
Le lemme ci-dessous est la combinaison d’un cas particulier d’un résultat de
Raynaud et de la théorie classique de I'opérateur de Cartier; c’est la clé des
résultats de ce paragraphe.

Lemme 5.16. On a une décomposition en somme directe de faisceauz
1 1\C=1
Qy = Boo @ (ko ®x, (2y)°7),
ainsi qu’un isomorphisme de faisceauz
dlog: 0% /(0% = (0})°=

Démonstration. Par définition (et la discussion ci-dessus) By, est le sous-
faisceau de C-torsion de Q%—/ Le premier point découle alors du fait que toute
forme différentielle w € Q%—,(U ) (U étant un ouvert de Y') est C-finie3®, donc
I’espace engendré par les C"w se décompose en une partie de C-torsion et
une partie sur laquelle C' est inversible, et cette derniére partie est engendrée
par les points fixes sous C (car k¢ est algébriquement clos). Voir [32, §2.5]
pour plus de détails. Le second point est un théoréme classique de Cartier

(cf. [32, th.2.1.17]). O

Notons simplement Hy. le faisceau Q%v/ /A0 et H [p™] son sous-faisceau
de p-torsion.

Lemme 5.17. La composée H}l, = Q%/dﬁ? — Q%—,/dﬁ* = Q%—,/Bl induit
un isomorphisme de faisceaux

HL [p™]/pHE [p™] = Boo/ By

Démonstration. Montrons d’abord qu’une section locale f € Oy vérifie df €
p"Qé si et seulement si on peut écrire (localement) f = >"p_ p*F" % (gy)
avec g € Oy. C'est un cas particulier de [32, prop.2.3.13], mais la preuve

36. i.e. I'espace engendré par les C"w pour n > 0 est de dimension finie sur k¢.
Le point clé est que C' diminue 'ordre des poles des formes différentielles.
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étant facile, nous allons la donner pour le confort du lecteur. Un sens est
évident, puisque do F' = p F'od. Pour l'autre sens, on raisonne par récurrence.
Supposons donc que l'on dispose d’une écriture f = Zz;é PPk (g).
Puisque do F =pF od et Q%/ est sans p-torsion, la divisibilité de df par p”
se traduit par ZZ;& F=1=k(dg;) = 0 dans QL. En utilisant la compatibilité
entre F' et C™1, on voit que cette relation force dgy = 0 pour tout k, donc
(encore par la théorie de Cartier) on peut écrire g = F(ax) + dbg + pci.
En insérant ces relations dans I’écriture de f, on obtient une représentation
f=>0_op"F"%(h), ce qui permet de conclure.

Revenons a la preuve du lemme. Si la classe de w € in/ dans H}1—, est
tuée par p", alors p"w = df pour un f € Oy. En écrivant (localement)
f =250 P"F" " (gr), on voit comme ci-dessus que w = Y ;_, F"*(dgy)
et donc W = Y }_o F"*(dgy) € Beo, ce qui montre que la réduction mod
p induit bien un morphisme H}l—, [poo]/pH%; [p>™°] — Bso/Bi. Son injectivité
étant immédiate, montrons la surjectivité. Soit x € By, alors il existe n et
fi € Qyp tels que . = >} F"=k(df}). On reléve fi en fr € Q5. Le méme
calcul que ci-dessus montre que la classe de w := Y p_ p"F"*(d fi) dans
H%/ est de torsion et se réduit sur la classe de x. O

5.3.2. Le séparé de la cohomologie de de Rham. On définit les

H!(Y) comme les groupes de cohomologie du complexe &(Y') LN QYY)
munis de la topologie quotient. On note HéR(Y)tors I’adhérence, dans
HI;(Y), du sous-groupe de torsion (en particulier H}g (Y )iors contient
'adhérence de 0 qui est loin d’étre nulle). On note HJz(Y)*P le quotient
HIz(Y)/HIR (Y )tors- On vérifie sans mal que Hjg (Y)%P est sans torsion et
complet pour la topologie p-adique.

Proposition 5.18. On a un isomorphisme naturel
Hig (Y ) [pHip (Y)*P = ke @p, Q1Y)
et une suite exacte
0= OY)*/(OY)*)P = Hig(Y)P/pHIg (Y )P — ke @F, Pic(Y)[p] — 0.

Démonstration. Soient M = HO(Y, Hy) = QYY) /dO(Y) (Pégalité découle
du caractére affine de Y) et F = H%, [p“i] Puisque H, C%R(iv/)sep est le quotient
de M par l'adhérence de M[p™] = H°(Y,.%), on a une suite exacte

M[p™]/p — M/p — Hig(Y )" /p — 0.
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D’autre part, Y est affine et & /pZ est limite inductive de faisceaux cohé-
rents (lemme 5.17), et donc Hl(iv/'7 FpF) =0 et Hl(iv/, F) = 0 par dé-
vissage. Donc M[p™]/p = H(Y,.Z)/p = H(Y,.Z [pF) = H'(Y, B/ B1),
le dernier isomorphisme étant une conséquence du lemme 5.17. On obtient
donc une suite exacte

H(Y, Boo/B1) — QYY) /dO(Y) — Hi (V)P /p — 0.

Puisque Y est affine, on obtient HéR(f’)seP/p =~ HO(Y, Q%—,/BOO), qui s’iden-
tifie (par le lemme 5.16) & HO(Y, kc @, (Q%—,)Cil) = ke @r, U (V)7L Cela
montre le premier point. Le second s’en déduit, en utilisant encore une fois
le lemme 5.16 et la suite exacte évidente

0= OY)*/(OY)* )P — H' (Y, 0L /(0%)F) — Pic(Y)[p] = 0. O
Corollaire 5.19. (i) On a un isomorphisme naturel
(Hi (¥ )77~ fp = Q1(7)C="
et une suite exacte
0= O )*/(O(Y) )P = (Hip(Y)*®)?? /p = Pic(Y)[p] — 0.

(ii) La fleche naturelle (HéR(}V/)SEP)V’:p = (Acris W (ko) HéR(}u/)sep)@:p
est un isomorphisme de Zy-modules libres de rang fini.

Démonstration. On déduit directement de la proposition ci-dessus et du fait
que H éR(}V’)SeI’ est sans p-torsion et complet pour la topologie p-adique que
HcllR(}u/)SEP est un W (ke)-module libre de type fini. Comme do F' = p Fod,
F induit un endomorphisme de HcllR(}u/) = QYY) /dO(Y), qui induit a
son tour un endomorphisme semi-linéaire F' de H, éR(}v/)Sep . L’isomorphisme
H éR(}u’)Sep /p = kc®rF, QY (Y)¢=! fourni par la proposition ci-dessus est com-
patible avec ’action de F' sur H, éR(f/)Sep et le frobenius de k¢. On en déduit
que HéR(}V/)Sep/p posséde une base de points fixes sous F', qui y est donc
bijectif. Autrement dit, ' est un automorphisme semi-linéaire du W (kc)-
module libre de type fini H GllR(ff)sep et F'— 1 est surjectif, et donc (puisque
kc est algébriquement clos) la fleche naturelle

W (ko) @z, (Hip(Y)*P) =" = Hip (V)P
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est un isomorphisme. Puisque Af;sl = Z, et ¢ = pF, cela montre que

la fleche naturelle (HéR(}u/)sep)‘p:p = (Acris W (ko) H(}R(}v/)sep)‘p:p est un
isomorphisme. O

Si M est un & s-module libre de rang fini, muni d’un frobenius ¢, le théo-
réme de Dieudonné-Manin fournit une décomposition M [%] = Breq, M [%][T]
par les pentes de . On définit M) comme M N M[%]M.

On suppose que Y est obtenu en retirant a une courbe propre X les tubes
1Qol; - ..,]Q] de points Qy, ..., Q, de la fibre spéciale.

Proposition 5.20. L’application résidu induit une suite exacte de p-modules
0 — Hig (X)W = Hip (V)™ = Ker (0% : 65" = 64)(~1) — 0.

Démonstration. Comme la pente de ¢ sur H C%R(X' ) est 1, et que ¢ est divisible
par p sur Q'(X), on a H&R(X)[l] 1 QY(X), et comme Q!(X) est maximale-
ment isotrope pour le cup-produit on en déduit que H éR(X )[1] C QI(X ).

Compte-tenu de ce qui précede, de la prop. 5.18, et de ce que tout est
complet pour la topologie p-adique et sans torsion, on est ramené & prouver
I'exactitude de la suite

0= ko @, Q1(X)"! = ke @p, Q1Y) = Ker(9* : k&Y = ke) — 0

Maintenant, on a QY(Y)¢=! = QLY )= ot QYY) désigne les formes
différentielles ayant des poles simples en les points de X \'Y. Donc (en uti-
lisant, comme précédemment, que C' est semi-linéaire et ko algébriquement
clos) on se raméne a prouver 'exactitude de la suite

0— QYX) = QHY™) = Ker(9* : k2" — ke) — 0

Celle-ci découle de ce que H' (X, Q%) = ke (si X = UUV et w e QHUNYV)
I'image de w dans kg est ) -, Res;w = — > 1y Res,w). O

5.3.3. Dévissage de la cohomologie étale. Rappelons que I'on dispose

d’un régulateur dy : Symb,(Y&") — Hslyn(Y, 1) ainsi que d’une projection

HL (Y1) = (Acris @ (o) Hig (V)*P)$=P 2 (H1, (YV)*P)#=P. On en déduit
une application

R : Symb, (V&™) — (Hlg (Y)5P)#=P,
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Concrétement, en suivant les diverses identifications et en utilisant les nota-
tions des paragraphes précédents, on a (ot 0y : Acris — O est le morphisme
usuel) :

— 3 d90(~n)
R((un)n) = nh_{go Ho(le) .
L’application R s’annule sur Z,® (Y)** (lemme 5.15). Elle induit donc
une application

Symb_ (Y& .
) vy
Z,20(Y)

Proposition 5.21. L’application

 Symb, (V&™)

Syml s (Hip (PP~
2 5oy~ (Hia (77

ci-dessus est un isomorphisme.

Démonstration. Les deux termes sont des Z,-modules libres de type fini :
il suffit d’invoquer la prop.5.10 pour le premier et la discussion ci-dessus
pour le second. Il suffit donc de montrer que la réduction modulo p de R
est un isomorphisme. En identifiant Symb,, (Y8") et Hj, (Y8, Z,(1)), et en
utilisant la prop. 5.10 et la rem.5.9, ainsi que l'isomorphisme Pic(Y&") =
Pic(Y) (rem.5.8) on obtient une suite exacte

Symb, (V&)

0= O OW)) (5 a g

)/p — Plc(Y)[p] — 0.

D’autre part, le cor.5.19 fournit la méme suite exacte, (H}g(Y)*P)¥=P/p
Symb,, (Y&o")
Z,R0(Y)**
patible, modulo p, avec ces deux suites exactes (les applications induites
sur les termes extrémes étant identité). En suivant les diverses identifi-
cations et les définitions, on se raméne & démontrer I’énoncé suivant : si

uy € C(Y8™)* et a € C(Y)* sont tels que p | Div(uy) et ui/a € O(YED)**

alors dei(’(gzl)) =% (mod p). Or ceci est évident car 0y(t1/a) = 1 mod p. O

remplacant ( ) /p. Il suffit de montrer que 'application R est com-

Corollaire 5.22. On dispose d’une suite exacte naturelle :
0= Z,® O(Y)™ = HL (Y™ Zy(1)) = (Acis ® Hig (V) )7 =0

et (Acris ® Hé (}“/)sep) =P est un Zy-module libre de type fini.
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Remarque 5.23. Soit HéR(}v/)Sep C H&R(f/)sep le noyau de 'application ré-
sidu. Il résulte de la prop. 5.21, du (ii) de la prop. 5.10 et de la prop. 5.20 que
I’on a un isomorphisme

(B},

cris

© Hig(X)) 2V, J (kc).

1]

Si on remplace le sous-espace H éR()v( )[ par I'espace tout entier, on obtient

(en spécialisant le th.0.17 au cas de bonne réduction) :

(Be,

cris

© Hip(X))?=? = V,J (Oc /p).
5.4. Comparaison syntomique-étale pour les petits shorts

On dit qu'un O-short Y est petit si O(Y') est étale au-dessus de Oxs(T)
(i.e. si Y est étale au-dessus d’une boule fermée).

5.4.1. L’opérateur v. Soit Y un petit short sur &. Par définition, (Y")
est étale au-dessus de Ox(T'), et on munit de &(Y) du frobenius ¢ vérifiant
o(T) =T17.

Maintenant, dT" est une base de Q!(Y'), et donc T est une p-base de &(Y))

sur (O(Y)) : tout élément = de O (Y') peut s’écrire, de maniére unique, sous
la forme z = Y77} (;)T*. On définit 1 : G(Y) — G(Y) par

¥( Zpil cp(xi)Ti) = X0

1=0

L’opérateur v est un inverse a gauche de ¢ : on a 1) o ¢ = id. On définit
sur Q1(Y) par la formule

Onayop=psur QY (Y)etpod=pdop.
Lemme 5.24. d induit un isomorphisme d : 0(Y)¥=9 5 Q1 (Y)¥=0.

Démonstration. 11 suffit de prouver le résultat modulo p. Un élément de
(O(Y)/p)?=0 (resp. (YY) /p)¥=0) s’écrit, de maniére unique, sous la forme
x = f;ll () T (resp. w = f;ll () T dTT), et on déduit le résultat de
Videntité do = (S0 igp(x;)T7) 4L O
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5.4.2. Structure des ¢(Y )-modules munis d’un 1.

Lemme 5.25. Soit M un O(Y)-module de type fini, muni d’un opérateur
Y vérifiant Y(p(a)z) = ap(x) pour tous a € O(Y) et x € M. Il existe un
unique sous-module M* de M, de rang fini sur W(kc), stable par v et sur
lequel 9 est bijectif. De plus, si x € M et k > 1, alors ™ (x) € M* + pFM,
pour tout n > n(x, k).

Démonstration. Commencons par prouver le méme résultat modulo p. Choi-

sissons une famille génératrice my, ..., mg de M sur O(Y') et écrivons O(Y)
comme un quotient de 0x(X1,..., X;). Définissons le degré de x € O(Y')/p
comme le minimum des degrés des éléments de kco[X71, ..., X, | ayant pour

image x, et le degré degx de z € M/p comme le minimum sur toutes les
écritures possibles z = Zz x;m; du maximum des degrés des x;.
Soit © € M/p et soit Z” a; X*m; une écriture de = de degré degz. En

écrivant i sous la forme ig + pi’, avec igp € {0,...,p — 1}[17”}, cela permet

d’ecrire x sous la forme
_ %0 P .
T = g X Ty, My,
10,

avec x;, ; € O(Y)/p de degré < %deg x. Alors

P(a) =Y (X 0m;)wi, ;.

%o

Soit N le maximum des degrés des ¢)(X%m;). La formule ci-dessus fournit la
majoration deg(¢(z)) < N + zla deg(x). On en déduit que deg(¢"(x)) < ;’TNI,
si n est assez grand. L’ensemble My des € M/p tels que degz < ngNl est
un ko-espace de dimension finie, qui est stable par 1 d’aprés ce qui précéde.
On note M" lintersection des Y"(My), pour n > 1 (cette intersection se
stabilise pour un n < dimy, My, i.e. il existe ng tel que M= "™ (Mp)).
Alors M est un kc-espace de dimension finie, stable par v, sur lequel v est
surjectif et donc bijectif, et c’est 'unique kc-espace de dimension finie avec
ces propriétés. De plus, si z € M, il existe n(z) € N tel que ¢"(z) € Mﬂ,
pour tout n > n(x).

Notons que v est o~

-semi-linéaire. Il existe donc, d’aprés le théoréme
de Dieudonné-Manin, une base (eg,...,e;) de M vérifiant Y(e;) = e; pour
tout i.

Prouvons maintenant, par récurrence sur k, l’existence et 1'unicité de
M,g C My =M/ pF satisfaisant les exigences du lemme (d’aprés ce qui pré-
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céde Mf = Mﬁ), et la surjectivité de M,g — Mf . Commengons par prou-
ver qu’il existe e; y4+1 € My ayant pour image e; dans My, et vérifiant
(e k+1) = €ikt1. Pour cela, choisissons un relévement arbitraire x de e;
dans Mjyq. Alors ¢(x) —x € pFM,; = M. 1l existe donc ng tel que
P (Y(x) —x) € pka et, quitte & remplacer z par ¢™ (), on peut supposer
que YP(z) —z € pka. Maintenant, 1) — 1 est surjectif sur pka (car 9 est
¢~ !-semi-linéaire) ; il existe donc y € pka tel que ¥(y) —y = ¥(z) — x, et
on peut prendre e; ;41 =z — .

Soit x € Mjg,1. D’aprés ’hypothése de récurrence, il existe ng tel que
I'image de ¥ (x) dans M} appartienne a M,g On peut donc écrire Y™ (x) =
> aieipr1+py, avec y € pF My 1 (= My). Il existe n; tel que 9™ (y) € pka

m

et donc 9™ (y) = 3, pFbie; py1. Done o™ (x) = 37 (a? ™ + pFbi)e; g1,
et M13+1 = @l_, (W(k)/p** e 111 a toutes les propriétés voulues.
On en déduit le résultat en passant a la limite projective. O

Lemme 5.26. Si x € M, il existe co(x) € M?¥, unique, tel que l'on ait
Y™ (x — co(x)) = 0 quand n — +o0.

Démonstration. L’unicité résulte de ce que v est bijectif sur M¥, et donc
Y™ (z) — 0 implique = = 0, si x € M?,

Passons & 'existence. Soit @ € M. Alors I'image de ¢"(z) dans M}, =
M/pFM appartient a M,g, si n > n(x, k). Maintenant, ¢ est bijectif sur
M,g et, si on note 1, " I'inverse de 9" sur M,&, alors ¢, "(¢"(x)) ne dépend
pas du choix de n > n(z,k). On note co () € M,g cette quantité; on a
cokt+1(x) = co () dans M,E, et donc les ¢ ;(x) définissent un élément co(x)
de M*. Par construction, ¥"(x) = ¢"(co(x)) modulo p¥, si n > n(z, k).

Ceci permet de conclure. O

Lemme 5.27. Si M est muni d’un opérateur o tel que oy =1, tout
élément x de M peut s’écrire x = co(x) + Yoy 9ap (ci()), de maniére
unique, avec co(x) € M¥, ¢;(x) € MY=0 et ¢;(x) — 0 quand i — +oo.

Démonstration. Sico+3 s, ¢h,(ci) = 0, alors ™ (co) +> s, ©ap" (ci) = 0,
et donc " (cp) — 0. Il s’ensuit que ¢y = 0. En appliquant ¢},9" & la série,
on démontre alors par récurrence que @iﬂgl(ci) = 0 et donc ¢; = 0, pour
tout 7. On en déduit I'unicité.

Pour D'existence, posons ¢;(z) = (1 — oap)(W' Yz — co(x))), si i>1.
Comme ¥ o (1 — opp) = ¥ — 1 = 0, on a ¥(¢;(x)) = 0. De plus, comme
Y (z—co(x)) = 0,0n ac;(z) — 0. Il est alors immédiat que I'on a I'identité
7 = coe) + Yoo i (1 — oarth) (67 (& — cole). .
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5.4.3. Application au calcul de la cohomologie de de Rham. Les

groupes Hlp (Y) et Hiz (V)P sont munis d’actions de ¢ et 1, et 1o p = p.
On peut appliquer le lemme 5.27 & M = O(Y) (avec oy = ) et a

M = QYY) (avec pp = p~Lp). On obtient des décompositions

(5.28)

O(Y) = Mio(Biz0p' (0(V)Y™")), QYY) = Mia(Bizop 9" (Q(Y)¥™")).

Par ailleurs, comme 9" od = p™d o " et que ¥ est surjectif sur Mg, on a
d =0 sur Mg, et donc Mf = Ox. On en déduit, en utilisant le lemme 5.27,
le résultat suivant.

Proposition 5.29. L’application naturelle Hip (Y) — Hiz (Y)*P induit un

isomorphisme Mf = HéR(Y)SeP qui est 1 et p-équivariant, et on a une
décomposition 1 et p-équivariante

HéR(Y) = H&R(Y)Sep S5 H(%R(Y)tors-

De plus,
Hip(Y)*? = Oy @z, (Hgr(Y)*P) .

Démonstration. Mf est de rang fini sur O et stable par 1 qui agit bijective-
ment et o~ '-semi-linéairement. Il résulte du théoréme de Dieudonné-Manin
que Mf admet une base ey, ...,eq sur Ox, telle que 1(e;) = e; pour tout 7.
Mais alors (¢ —p) - e; est tué par ¢ puisque Yo = p, et donc (p—p)-e; =0
dans H}; (Y) (cela découle du lemme 5.24). Autrement dit, p(e;) = pe; dans
H (}R(Y), ce qui prouve que Mf est stable par ¢ et permet de conclure. [

5.4.4. Injectivité du régulateur syntomique. Soit R une Aj,s-algebre
séparée et compléte pour la topologie (p,p)-adique, et telle que R/p soit
intégre et intégralement close. On suppose R munie d’un frobenius © relevant
x + 2P sur R/p (on a donc ¢(x) — 2P € pR, si € R) et coincidant avec le
frobenius usuel sur Ay,;. .

Soit R** = hﬂwo 1+ (p,7")R C R*.

Lemme 5.30. Soit x € R**. } )

(i) Si 2P = p(u), avec u € R, alors il existe u' € R** tel que x = p(u')
et u = (u')P. ) )

(i) Sip(z)/x? = vP", avec v € R, alors il existe u € R** tel que v = uP" .

Démonstration. Nous allons commencer par montrer que si z = 1+ [5]by
(mod p), avec by € R et € mes, alors on peut trouver u = 1 mod [3Y/P]
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et by € R tels que z/p(u) = 1 + [32]by mod p. Ecrivons = = 1 4 pa; + [B]b
avec aj,b; € R. On a alors 2P = 1+ p(pay + [8]b1) + [B]PH} mod p(p, [3])? et
o (1+[8)br) = 1+ (8P (B +pH,), avec b, € R, et done 22 /io(1+[lbr) = 1+py.
avec y = pay + [8]b1 mod (p, [8])%. De plus, comme 27 = ¢(u), on en déduit
que y est de la forme ¢(v), avec v € R (a priori v € R[1/p], mais comme
R/p est réduit, on voit que 'on a v € R) Il en résulte qu'il existe z € R
tel que [B]b1 + [B]?z soit une puissance p-iéme modulo p. Puisque ﬁ/p est
intégralement clos, il s’ensuit que by + [5]z est une puissance p-iéme modulo
p et donc il existe b, € R tel que by + [B]z = @(b}) mod p. Mais alors
1811 = @([8Y7]6}) mod (p, [8]2) et done /(1 + [§/7]b) = 1+ pas + [57]bs
pour certains as, by € R, ce qui permet de conclure.

En réitérant ce procédé, et en passant & la limite, on voit que 'on peut
écrire © = <p(u0)(1 +pa) pour des ug,a € R. Comme (L +pa)? = p(u/uo),
on a p*(a+p(E LaZ +..)) = p((u/ug) — 1), et comme R/p est intégre, cela
implique que go((u/uo) —1) = p?p(w), et donc3” que a = (a})? modulo p.
Cela permet d’écrire 1 + pa sous la forme (1 + pp(a}))(1 + p?a1) et, par
récurrence et passage a la limite, 1 + pa sous la forme ([](1 + p*a,)). Ceci
prouve le (i).

Passons au (ii). On a p(z) = (zv?" )P, et il résulte du (i) qu'il existe
ug tel que z = uf). Mais alors (¢(ug)/uf)? = vP" ce qui, si p # 2, implique
o(ug)/ub = vP" " et une récurrence fournit le résultat (si p = 2, le méme
raisonnement s’applique en remplagant éventuellement ug par —uyg). O

L’injectivité de dy : Symb,(Y&") — HL (Y,1) est une conséquence du

syn
résultat plus précis suivant.

Lemme 5.31. Si ‘%1 et %log%%}) sont divisibles par p, alors ui est une
puissance p-ieme.

Démonstration. On peut écrire uy = ab, avec a € Fr(0(Y)) et b € O(Y)**

(On regarde u; sur la fibre spéciale (aprés avoir divisé par p” pour obtenir un
élément de valuation 0) et on prend pour a un relévement dans Fr(€(Y)).) La
condition dﬂ—? divisible par p implique que u est une puissance p-iéme sur la
fibre spéciale, et donc peut se relever en une puissance p-iéme, ce qui permet
de supposer que a = 1, et donc que u; € O(Y)**. Le lemme 5.30 permet alors
d’en déduire que % est une puissance p-iéme (car %1?) = (exp( log £ el )))p
en est une). On en déduit que w; est une puissance p-iéme, ce que I'on
voulait. O

37. Si p =2, on obtient a + a? = (a})? mod 2, et donc a = (a + a})? mod 2.
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5.4.5. Bijectivité du régulateur syntomique. On note H(%R();)Sep le
quotient de H éR(Y) par 'adhérence de son sous-groupe de torsion. Il résulte
de la description de H (}R(Y) donnée dans la prop. 5.29 que 'on a

HéR(?)sep = Mf Xz, A

Proposition 5.32. Si p > 2, on a une suite exacte (si p = 2, la suite est
presque exacte)
0= Zpy®O(Y)™ = HL, (Y1) = (HIR(Y)*P)#=7 - 0.

Démonstration. 1l résulte du lemme 5.15 que &(Y)** s’envoie sur 0 dans
(HR (Y)5P)#=P et donc Z, ® O(Y)** aussi; la suite est donc un complexe.
5yn(Y 1) - HéR(Y) P
(cf. suite exacte 5.12) et de ce que H, éR(Y)Sep s'identifie & un sous-module de
Hl: (Y) stable par ¢ (prop. 5.29), et donc (H(}R(Y)iep)‘P:p C HIz (Y)#=P.

e L’exactitude & gauche, i.e. I'injectivité de Z, ® O(Y )** — Hblyn(Y, 1),
résulte du lemme 5.31 puisque Symb,,(Y#") contient Z, ®O(Y)**

ol reste a prouver I'exactitude au milieu. Soit (e;) e une base orthonor-
male de &(Y)¥=0 sur O. Soit x € HCllR(Y)torh et soit & € Q1Y) ayant pour
image x. Il résulte des decomposmons (5.28) que l'on peut écrire &, de ma-
niére unique, sous la forme & = 3,51 > i ; bi jd(p~ ¢’ (e5)), avec b ; € Aqis
et b;; — 0 quand (4,j) — oo, et la condition (¢ — p)& = 0 se traduit par
I'existence de a;j € Acis, ai,; — 0 quand (4, j) — oo, tels que by ; = ayj et
bi,j = @(bi—1) —|—p“1ai,j si ¢ > 2. On a alors

e La surjectivité a droite résulte de celle de

bij =@ Hary) +pp' *(agy) + -+ iy
On déduit la prop. 5.32 du lemme 5.33 ci-dessous en raisonnant comme pour
la preuve de la prop. 4.7 (i.e. en utilisant la décomposition Acis = O @
Ker 0y, puis le fait que Agys = Amf[ o k> 0]" et enfin, le fait que tout
élément de Ay a un développement de Teichmiiller). ]

Lemme 5.33. Sie € O(Y) et ves(a) > 0, alors S(a, e) = Zizo[api]d(w(-e))

peut s’écrire sous la forme % avecv € O(Y)*.

Démonstration. D’aprés la rem. 2.13 de [4], il existe une suite d’applications
b5p: O(Y) = O(Y), pour n > 0, avec dy(z) = z, telles que

1

" (@) = do(x)" +por(x)” + o+ p"On(2).
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On en déduit que

S p7la et (e) = D ([0 10n(e)), avec ((z) =Y pFar’.

i>0 n>0 k>0

Il s’ensuit que

exp (D p7'[a"1¢'(e)) = [ expan(a”18a(e)).

i>0 n>0

ol exppp est I'exponentielle d’Artin-Hasse (qui appartient a 14+ XZ,[[X]]);
le produit converge dans &(Y)** et si v est le résultat, on a Cg}—” = Y(a,e), ce
que 'on voulait. O

Théoréme 5.34. dy : Symb, (V&™) — HL (Y,1) est un isomorphisme si

syn
p > 2 (sip=2, c’est presque un isomorphisme).

Démonstration. Cela résulte, via le lemme des 5, du diagramme commutatif
suivant dont les lignes sont exactes :

02,8 O(Y)™ — Symb, (YE") — (Acrs @ Hl (V)*9)#7 — 0

0—>Zp®O(Y)™* —= HL (Y1) —= (Aqis @ Hip (V)*P)#= —0
(L’exactitude de la ligne du haut est la prop.5.21 et celle de la ligne du bas
est la prop. 5.32.) O

6. Cohomologie des courbes quasi-compactes

Dans ce chapitre, on calcule la cohomologie d’une courbe quasi-compacte
a partir d'une triangulation : une telle triangulation fournit un patron de la
courbe et on exprime toutes les cohomologies en termes des cohomologies
des termes de ce patron : en particulier, les symboles (prop.6.2), la coho-
mologie étale f-adique (th.6.3 plus formule « de Picard-Lefschetz » de la
rem. 6.4), la cohomologie de de Rham (cor.6.10) et sa séparée (th.6.14), la
cohomologie de Hyodo-Kato (th.6.21 et rem. 6.22). Cela permet de relier les
symboles p-adiques, la cohomologie syntomique et la cohomologie étale p-
adique (th.6.24 et cor.6.25). Enfin, on exprime la cohomologie syntomique
en termes du complexe de de Rham (rem. 6.27 et th. 6.30) et on en déduit le
th.0.1 (cf. th.6.32).
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6.1. Notations

Soit Y une courbe quasi-compacte sur C' (i.e. un affinoide ou une courbe
propre). Soit S une triangulation de Y, et soit Yg le c-modéle semi-stable
associé. On suppose S suffisamment fine pour que :

e la fibre spéciale YSSp ait au moins deux composantes irréductibles

e ces composantes irréductibles soient lisses et deux d’entre elles s’in-
tersectent en au plus un point,

e les shorts Yy, pour s € S, soient 3® petits.

Soit (I', (Yi)ier, (ti,j)(i,j)er. ) un patron de Y associé & S (cf. §3.5) ; cela
inclut :

e un graphe bipartite marqué I' = (I, Iy, p), avec I = SUAc et I =
{(a,s), a€ A., s € S(a)}, pla) € QF sia € A,

e des shorts Y; pour s € S, des jambes Y, pour a € A. (avec Y,
de longueur pu(a)), la fibre spéciale Y5P de Yy étant propre (et lisse) par
convention (avec certains points marqués de multiplicité 07 si s € 9Y),

e si a € A., un paramétre local T, 5, de Y, (ce qui fournit une orien-
tation de Y, et donc fixe une origine s; et un bout s3) admettant un prolon-
gement a des ouverts de Yy, et Y,, et Tj, 5, = p“(&)/Ta,sl,

e des cercles fantomes Y, s pour a € A(s), et O(Y, s) = Oc|[Tus, Tgsl>

A ces données, on rajoute deux entiers Ni(S) et N(S) définis par3? :
e Ni(S), plus petit entier N tel que p™ pu(a) > 1, pour tout a € A..
e N(S), plus petit entier N > N1(S) tel que, pour tout (a,s) € I,
on ait T, s € O(Yy) + p'/P" 6(Yy).

On rappelle que X(Y) est 'ensemble des noeuds de Y ; on a X(Y) C S.
6.2. Cohomologie étale

6.2.1. Localisation des symboles. Soit £ un nombre premier. On a dé-

fini les groupes Symb,(Z) pour Z =Y, Y;gen,Y;i?n (cf. n°5.1.3 pour Y et

38. Cette derniére condition n’intervient que dans le §6.4 ou l'on utilise les ré-
sultats du §5.4. Si on part d’une triangulation .S vérifiant les deux premiers points,
on en fabrique une vérifiant le dernier de la maniére suivante : si s € S, on peut
décomposer le short Y, en un petit short et un nombre fini de boules ouvertes, tubes
de points de la fibre spéciale; on peut décomposer chacune de ces boules en une
boule fermée et une couronne, et il suffit de rajouter & S les points de Gauss de ces
boules fermées pour obtenir une triangulation ayant les propriétés voulues.

39. N1(S) < N(s) < Hgg;] si Yg est défini sur K, d’indice de ramification e.
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Y& et n°4.1.2 pour Y et Yas ). Les restrictions induisent des applica-
tions naturelles

7

Symbg(Y) — Symbg(ygen) — Symbé(yzien)

Posons

((ui,na Vin € C(}/i)*)iEI,TLGNy (gi,j,n € C(Yvi,j)*)(i,j)elzﬁc,neN7
Apoo(Ys) = o Vi

. — . L=t . 14 — ..
Uin+1 = WinVi py Uin = Gijntins Jijni1 = Gigny,

Ao (Ys)™ = {(al,, af 1 1/0in)icrneN, (@in/an) G jye.neN} C Aroo(Vs)

On pose alors
Symby(Ys) := Apoo(Ys)/Ar,00(Ye)™Y.

Lemme 6.1. On a un isomorphisme naturel
Symb,(Ys) = Symb,(Y).

Démonstration. Compactifions Y en recollant des disques Y, le long des
cercles fantomes Y, 5, pour a € A\ A, (auquel cas S(a) n’a qu'un élément
s = s(a)), via Ts 4. On note X la courbe ainsi obtenue (si Y est propre, alors
X =Y, bien str) ; c’est 'analytifiée d’une courbe algébrique propre d’aprés
GAGA rigide.

Posons g jn = 1si (i,7) € Ia\ I .. Les g; jn, pour (i,j) € I, définissent
un fibré en droites % sur X vu comme espace adique, et par le principe
GaGa, cela fournit *° un fibré en droites sur X vu comme variété rigide et
donc, grace & GAGA rigide, un fibré en droites sur la courbe algébrique
sous-jacente.

F étant algébrique sur X, il posséde une section globale méromorphe
sur X tout entier et donc, a fortiori, sur Y. Autrement dit, on peut trouver

Ui,n

des gi,, € C(YF")*, pour i € I, tels que fh: = gijn- Les S se recollent

alors pour fabriquer u, € Ay, (Y), et on a up41 = un(vg@"ﬁ)p sur Y;. Or
i,m+1

40. . admet des sections globales e; sur Y;, pour ¢ € I, et on a €5 = gq,s,n€s
sur Y, .. Si Ugs est un ouvert de Y, sur lequel T, s est holomorphe, il résulte
du lemme 4.2 que I'on peut factoriser gq s, sous la forme wug svq s, avec uq s €
OUqs)* et ve,s € O(Y,)*. 1l s’ensuit que .# admet une section globale e, s sur
Va,s = Uq,s LY, (recollés le long de Y, ), ol eq,s = u;}qes sur Uy s et eq,s = Vg 5€q
sur Yy). Les V,  formant un recouvrement de X par des ouverts rigides, cela définit
un fibré en droites sur X vu comme variété rigide.
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v;gngjl" = v;fngil sur Y; j puisque gf ;. = Gijmp %
recollent en v, € C(Y)*. Il s’ensuit que (un,vn)n € Aro(Y).

Les g;n sont uniques & multiplication simultanée prés par g, € C(Y)*.
I1 s’ensuit que 'image de (un)nen dans Symb,(Y) ne dépend pas du choix
des gin, ce qui fournit une fleche naturelle Symb,(Ys) — Symb,(Y').

Cette fleche est surjective car (un,vp)neN € Aroo(Y) est, bien évidem-
ment, I'image de (i n, Vi,n)icl,neN; (9ijn) (i)l . ,neNs OU Ui pn €t v;, sont les
restrictions de u, et v, a Y; et g; j, = 1.

Elle est injective : si 'image est triviale, u,, = afln et v, = afl +1/ an, donc
Ujn = (angi,n)en, Vin = (an+1gi,n+1)£/(angi,n) et gijn = (angi,n)/(angj,n)a
ce qui montre que notre symbole localisé est trivial.

Ceci permet de conclure. ]

, et donc les se

Proposition 6.2. On a une suite exacte

0 = H'(T',Z(1)) — Symb,(Ys) — Ker[ ] [ Symb,(Y#*") — [ Symb,(V™)] — o.
icl (i,5)€I2,c
Démonstration. Partons de symboles (u;n,vin) € Aroo(Ys) se recollant sur
Y; ;. Il existe donc g; jn tel que u;, = gf:;-,nuj,n sur Y; j, et comme cela ne
définit g; j,, qu’a une racine £"-iéme de I'unité prés, on peut, par récurrence
sur n, imposer que g; jn+1 = gf jno- On en déduit la surjectivité a droite.

Vi,n
Vjn

Pour 'exactitude au milieu, on Jbart de Ay oo(Ys) tel que u;p = vip =1,
pour tous ¢ € I et n € N. Alors les (g; jn)n définissent un élément g; ; de
Z(1) et le résultat appartient a Ay oo (Ys)™V si et seulement si il existe des
a; € Zy(1), pour ¢ € I, tels que g; ; = a; — a;j. Le passage au quotient nous
donne, grace a la rem. 1.4, le H'(T', Z¢(1)) que l'on voulait. O

6.2.2. Le cas £ # p. Si{ # p, la prop. 6.2, combinée avec le lemme 6.1 et
I'isomorphisme Symb,(Y) = H} (Y,Z,(1)) du cor. 5.5, fournit une descrip-
tion concréte de HJ, (Y, Zg(1)). Voir aussi [20, 5.2] pour une approche un peu
différente.

Théoréme 6.3. Si ¢ # p, alors H} (Y, Ze(1)) admet une filtration naturelle
dont les quotients successifs sont :

He (Y, Ze(1) = [ H'(D, Zo(1) — Tlaex(y) HE (VP Ze(1)) — HA(T, Zo)* |.

Démonstration. La prop. 6.2 fournit le premier cran de la filtration. Le se-
cond cran est le noyau de ’application résidu dont I'image est

Ker| [[Ker[o; - 20" — 2{7] - 2]
el
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(prop. 5.10 combinée avec l'isomorphisme HJ (Y3, Z,(1)) = TyPic(YsP) =
Ty(J(Y5?)) pour s € S, et prop. 4.5 pour i € A.). On conclut en utilisant les

rem. 1.3 et 1.4, et en supprimant les s € S\ X(Y") puisque, pour un tel s, on
a Y;P = Pl et done HY, (YsP,Zy(1)) = 0. O

Remarque 6.4. (1) Comme HZ(Y,Qu(1)) = Q¢ ®z, HAL(Y,Zi(1)), la des-
cription ci-dessus de H}, (Y, Z(1)) permet, grace a la rem. 1.6, de définir, si
t € Zy(1), un opérateur de monodromie

EN : HA (Y, Qe(1)) — HA(Y, Qe(1)).

(ii) Le choix de r +— p" fournit une section de la projection modulo
HY(T,Q(1)). En effet, on peut imposer a (u;, Vin)n € Ar00(Y;) les condi-
tions supplémentaires suivantes :

esii=uac A alors u;, = T(ﬁ‘;’l", ol kg, & une limite k, € Zy,

esii=s €S, alors la restriction de us,, & Y, 5, pour a € A(s), est de la

forme Tfj{“’"ugvn, avec u,, € O(Yas)**.
(Pour a € A, cela suit de la prop. 4.5; pour s € S, cela résulte de ce

qu’on peut multiplier u, par ff:;z, avec fon, € C(Y)*, ce qui permet de

modifier & loisir le coefficient dominant en un nombre fini de points.)

Comme z € O(Yqs)** a une racine ¢"-iéme naturelle ), - (1/,5") (x—1)k,

Zen g une racine £-iéme naturelle go s, si a € Ac et s € S(a) = {s1,s2}
, : Ua,n ka,,n_kn,,s.n —1
— Si s = sq, wr=Tas ' (ug’n) et kgpn — kasn € ("2
7 a,n - ka.n+ka,s.n —
— Sl S = 89, % = pk»'a,n,u(a)Ta’S( , , )(u(s)’n) 1 et ka’n "‘ka,s,n c ETLZ’

et pFeni(@) o comme racine £"-iéme pt "Fanila),

On fabrique un scindage sy, en envoyant la classe de (u; pn,in)in sur
celle de ((win, Vin)ins (9ijn)ijm)-

(iii) Si on change r — p" en r — ((r)p", ot ¢ est un morphisme de
groupes de Q/Z dans le groupe des racines de I'unité, cela multiplie g, s, n
par (({™"kq np(a)) sans modifier gq s, n. On en déduit la formule « de Picard-
Lefschetz »

‘s

SpisC(r)pr = Srespr + th,

o t¢ = (C(€7"))neN € Zy(1).

Remarque 6.5. SiY est défini sur O, on peut utiliser ce qui précéde pour
décrire I'action du sous-groupe d’inertie Irc de G sur H} (Y, Qu(1)), mais il
vaut mieux choisir une uniformisante = de K et prendre les jambes Y, de la
forme Spf (O [[Tu.s,s Ta.ss)]/ (T, Ta,s, —7(@)), ot e 'indice de ramification
absolu de K (et eu(a) est entier), et choisir un morphisme r — 7" (de Z[]
dans C*) plutét que r — p'.
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Si o € Ik, il existe ¢ : Z[3] — per tel que Pon ait o(n") = (,(r)n", et
alors t, = ((o(07™))n € Zy¢(1) et 0 — t, est un l-cocycle sur Ik & valeurs
dans Z,(1), et on a o(c) = c+t,N(c) si c € H (Y, Qe(1)). Voir [33] pour un
point de vue différent.

6.3. Cohomologie de de Rham et variantes

On peut calculer les diverses cohomologies de Yg a la Cech, en utili-
sant le recouvrement par les Y;, pour ¢ € I. Ce calcul est simplifié par le
fait que les seules intersections non vides sont les Y ;, pour (i,5) € Iap.
Par exemple (prop. 3.20), les groupes H'y(Ys) de cohomologie de de Rham
(logarithmique) de Yg sont les groupes de cohomologie du complexe :

O3 (Ys) : HQ‘ ) —> H Q*(Y; ;)
i€l (4,9)E1>,c

Le complexe ci-dessus est le complexe naturel pour calculer la cohomologie
de de Rham mais, a p?V (%) prés, on peut aussi utiliser

Cwr(Ys) = [[Jov) — ] @

= ( 7_])6[2,0

ou Q°(Y; ;) est le quotient de Q°(Y; ;) défini dans la discussion précédant le
lemme 4.13 ci-dessous.

6.3.1. Cohomologie de de Rham. Soit
Sjnt =S\ 8Y

Si s € S, on construit une compactification partielle Y,° de Y; en re-
collant, via les Tg 4, les disques ouverts {v, (15, s) > 0} le long des cercles
fantomes Y, 5, pour a € A.(s).

Remarque 6.6. Si s € Sint, alors YS<> est propre; si s € dY, c¢’est un short.

On note Hlp (Y)o Pensemble des w € Hip (VL) tels que Resq(w) = 0

pour tout a € A(s) \ Au(s). (Si s € Sint, alors Hip (Y.0)o = Hiz(YL), mais
si s € OY et |A(s) \ Ac(s)| = r, alors Hip(Y0)o est de corang r — 1 dans
Hip(YS).)
Remarque 6.7. Y dépend du choix des T, 5, mais H (V) (et donc aussi
H le(YSO)O) n’en dépend pas car il s’identifie & la cohomologie convergente
de Y3 si s € Sing, et a celle de 'ouvert complémentaire des points de multi-
plicité 0T si s € 9Y'.
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Proposition 6.8. Hle(YS) a une filtration dont les quotients successifs sont,
a le(S) pres,

Hgg(Ys) = [ H(T, 00) — [ses Hin(Y)o — HE(T, 60)* ].
Démonstration. On a une suite exacte
0— HgR(YS) — [Lies H((i)R(Yi) g H(z‘,j)eb,c HgR(YiJ)
HéR(YS) - Hie[ H&R(Yi) e H(i,j)e[zc H&R(Yi,j)
Le sous-groupe H'(T', O¢) est Coker[]_[iel HgR(Yi) — H(m-)g“ HgR(Yi,j)].

Le quotient H}(I', Oc)* est fourni par 'application résidu comme dans la
preuve du th.6.3. Sia € A., on a

QY(Ya) = Q' (Bas,) ® Q' (Bays,) ® Oc 2,

ot B, s, est la boule ouverte avec 0 (Bg,) = Oc|[Tas]], si i = 1,2. Cette
décomposition induit une décomposition

d a,s
Hip(Ya) = Hig(Bas,) ® Hig(Bas,) ® O0 7.

L’image de H(Bas,) dans Hlp (Yas, ) est tuée par p™1(5) (lemme 4.13). Le
complexe [[;c; Hig(Yi)o = [T jer,. Hir(Yig)o se pM1(%)_décompose donc
en

[T [inoe T Hia(Bas) » ] Hin(Yasdol-

ses a€A.(s) a€A.(s)
Or le noyau de Hl (Ys)o & [aca.(s) Hl:(Bas) — [Loca.(s) Hp (Yas)o n'est
autre que Hl,(Y)o comme on le voit en considérant le recouvrement de
Y0 formé de Y et des By s, pour a € Ac(s). (On aurait aussi pu utiliser la

prop. 6.12 ci-dessous.)
On en déduit le résultat. O

Remarque 6.9. On a Hiz(Y) < C ®4, Hiz(Ys) pour tout S; en particu-
lier C' ®g,. H cllR(YS) ne dépend pas de S. Cela peut se voir directement :
si on raffine S en S’, la fleche naturelle H cllR(YS) — H CllR(Yg/) induit un
isomorphisme C ®g,, HéR(YS) 5 C ®g, HcllR(YS/) car :

o 124(9") se rétracte sur I'*4(.9) et donc a méme cohomologie.

e Les Y0, pour s € S\ S, sont des P! et donc Hlp (Y 0)g = 0sis € S'\S.
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Aprés avoir éliminé les P! superflus, on obtient le corollaire ci-dessous.

Corollaire 6.10. HéR(Y) a une filtration dont les quotients successifs sont
Hop(Y) = [ HNT,C) — ILesy) Hin (YL )o — HA(L,O)* .

Remarque 6.11. Si Y est propre, tous les Y sont propres et ont une co-
homologie de dimension finie, ce qui est en accord avec le fait que Hy(Y)
est de dimension finie. Si Y est un affinoide, alors Hlz(Y) est de dimension
infinie ; c’est di au fait que Y est non vide et que, si s € 9Y, alors Y,? est
un Oc-short et donc sa cohomologie est de dimension infinie.

6.3.2. Dégénerescence de courbes. On note Yg° la courbe obtenue en
spécialisant en (0)qc4, la famille de courbes du n°3.6.3 dans le cas R =
Ocl[Ta, a € Ac]], ce qui remplace Y, par la réunion Y,™° de deux disques
attachés en un point F,. Alors Y§° est aussi la courbe obtenue en recollant
les YS<> en les P, : i.e. on identifie le point T, s, = 0 de Ys? avec le point
T4, =0 de Ys<2>, pour tout a € A..

Proposition 6.12. Les compleres Cqp(Y$®) et Cap(Ys) sont naturellement
pN ) _quasi-isomorphes, et la cohomologie de de Rham (logarithmique) de'Y
est donc naturellement isomorphe a celle de Y °°.

Démonstration. Les groupes intervenant dans les complexes C3(Y$®) et
C3x(Ys) sont naturellement isomorphes : O(Z>®) = 0(Z) et Q1(Z>) =
ONZ), 81 Z =Yy, Yoset,si Z =Y,

O(Ys*) = Ocl[Tasy Tass)l/(Tasi Tass)s - O(Ya) = Oc|[Tas Tasa]l/(Tass Tasy — p)

et on dispose d'un isomorphisme @¢-linéaire*! qui envoie TF, sur TF, | si
191 191

. . ~ . dr, .,
k > 0; lisomorphisme correspondant Q'(Y,>*) 5 Q!(Y,) envoie Tfy s, T

dlg,s, . .

sur TfsT— si k > 0 (pour k£ = 0 les deux valeurs obtenues coincident
. AT, .. | dTu.,

puisque Taﬂl + T 2 0)

a,sg

Le lemme 4.13 permet de montrer que ceci définit un p™N*(%)-quasi-isomor-
phisme Cip (V%) — Cqr(Ys), ce qui permet de conclure. O

6.3.3. Cohomologie de de Rham séparée. Le groupe H},(Ys) peut
avoir de la torsion d’exposant non borné (c’est effectivement le cas si Y est un

41. Ce n’est pas un morphisme d’anneaux puisque Ty 5, To s, = 0 dans (Y, °) et
Ta,SlTII,SQ :p'u(a) dans ﬁ(Ya)
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affinoide) ; on note HJy (Ys)**P son quotient par Padhérence Hig (Ys)tors du
sous-groupe de torsion : on a Hip (Y) = C®g, Hig (Ys) et C®g, Hig (Ys)>P
est le séparé de H) (Y) (i.e. son quotient par Padhérence de 0).
Ezemple 6.13. (i) SiY est propre, H) (Ys) est sans torsion et Hip (Ys)*P =
HéR(YS)‘

(ii) Si Y est la fibre générique d'un Oc-short Y, alors Hp (Ys)*°P est
le Oc-module Mf de la prop. 5.29; il est de rang fini, mais la torsion de
H!: (Ys) est d’exposant non borné.

On note I'jy; le sous-graphe de I' dont les sommets sont Sy et les arétes
Aijnt, 1.e. ensemble des a € A telles que S(a) C Sin ; alors 'y est un graphe
compact.

Théoréme 6.14. (i) Le groupe H)p(Ys)*P est de rang fini et admet une
filtration naturelle dont les quotients successifs, a p™*(5) pres, sont :

Hig(Ys)™® = [ H' (Ting, Oc) — [Toes Hip (V)3 — HA(L, Oc)* |.

(ii) Le groupe HIx(Y)*P est de dimension finie et admet une filtration
naturelle dont les quotients successifs sont :

HéR(Y)Sep = [ Hl (Finm C) * HsGE(Y)(C ®f7’c HéR(Y:eO)%ep) * Hcl (F7 C)* ] :

Démonstration. Le (ii) se déduit du (i) en inversant p et en éliminant les P?
superflus (cf. rem. 6.9).

Prouvons le (i). Comme le quotient H} (T, O¢)* de Hz(Ys) est séparé,
on a une suite exacte

0 — Hig(Y)s™ — Hig(Ys)*® = He (T, Oc)* — 0.

Maintenant, si on note M l'intersection de H(I', O¢) et de I'adhérence de
$)0)t"™, une petite chasse au diagramme fournit la suite exacte :
Hl: (Ys)o)tors petite ch diag fournit la suit t

0— HY (I, 00)/M — Hig(Ys)e® — [ Hin(Y)™ — 0.

Comme les Hlp (Y2)5 sont de rang fini (c’est clair si Y,0 est propre, et si
Y. est un short, cela résulte de la prop. 5.20), on en déduit que H, c%R(YS)SBP
est de rang fini.

Pour terminer la preuve du théoréme, il ne reste donc plus qu’a détermi-
ner M, ce qui fait 'objet du lemme 6.15 ci-dessous. O
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Lemme 6.15. On a
Ker[HY(T, Oc) — Hig(Ys)*?] = Ker[HN(T, 6c) — H'(Ting, Oc)].

Démonstration. On note Aext 'ensemble des a € A telles que S(a) C 9Y et
Apord = A\ (Aext U Aint) U'ensemble des a dont une extrémités appartient a
Y et 'autre a Ajy (on note s = s1(a) celle appartenant & Ay et so = s2(a)
celle appartenant a 9Y).

On note YS’ la courbe obtenue en remplagant p“(a) par 0 sia € Aporq dans
le patron de Yg. Cela remplace les Y,, pour a € Aporq, par la réunion Y, de
deux disques By, , Bq,s, attachés en un point P,. On note Yéint la réunion
des Y, pour s € Siy, des Y, pour a € Ajy, et des By s, pour a € Aporq ; c'est
un modéle semi-stable d’une courbe propre.

Les mémes arguments que pour la preuve de la prop. 6.12 montrent que
les complexes C3, (Ys)o et C3i (Yé)o sont pN1(5)_quasi-isomorphes, et quon
peut calculer Hlp (Ys)o (& pV1®) prés) en utilisant O (Y4)o-

La restriction fournit une fleche naturelle Hig(Y4)o — Hle(Yé',int)O'
Comme Yéint est propre, HéR(YS/‘,int)O est séparé et la fleche ci-dessus se
factorise & travers H g (Y4)gP. De plus, cette fleche induit, par restriction, la
fleche naturelle HY(T', 0c) — H'(Tin, Oc), et comme cette derniére fléche
est surjective, on en déduit que le membre de gauche dans I’énoncé du lemme
est inclus dans le membre de droite.

Pour prouver 1’égalité, il s’agit donc de prouver que Ker [H YT, 00) —
H'(Tint, O¢)| est dans 'adhérence de 0 dans HJp(Ys). Or ce noyau est
engendré par des classes de la forme e, s = ((w;)i, (gi,)ij), ou S(a) = {s, s’}
et s € 9Y, avec w; = 0 pour tout i, go.s = 1 et g;; = 0si (4,7) # (a, ).

Comme k¢ ® Y2 est affine puisque s € Y, on peut trouver ¢ € O(Y?)
telle que ¢(P,) =1 et ¢(P,) =05sibe A(s)\ {a}.

Soit a € 14+pOc. Sin € N, alors ¢,, = p" log(14 (a/P" —1)¢) € O(Y2).
On peut donc considérer le bord ¢, de (gin)ier, o0 gin = 0sii ¢ {s}LA(s)
et gin = ¢n si i € {s} UA(s). Le lemme suivant montre que (log ov)eq s est
dans 'adhérence de 0 dans H éR(YS)’ ce qui permet de conclure. ]

Lemme 6.16. Il existe N € N tel que, sin > N, alors ¢, — (log a)eq s est
divisible par p" V.

Démonstration. dg;, est divisible par p™ et, sur Y; ;, on a g; , — gjn = 0 sauf
si (4,7) = (b,t), avec b € A(s) et t est autre extrémité de b, ou g¢,, = 0,
mais gy = ¢p # 0 :
. 1 1/p™ _1 .
e Sib=a, comme ¢(FP,) =1,0ona vyw(w —1) > p(a), et il

existe N(a) (ne dépendant que p(a)) tel que vy, ,(¢n —loga) > n — N(a).



604 Pierre Colmez et al.

e Sib € A(s)\{a}, comme ¢(Py) = 0, on a vy, ,((1+(a/?" ~1)¢)—1) >
p(b), et donc vy, , (¢n) > n — N(b).
Ceci permet de conclure. O

6.3.4. Cohomologie cristalline. e Sis € S, on choisit un modele Y, de
Ys sur O et un frobenius ¢ sur 0(Ys). On pose O(Ys) := Acis ® 0.0(Ys);
on a bien évidemment

O(Ys) = 054, 0Ys) et O(Y,)=0cBa,,0F).

Soit 7(S) = p~ N, de telle sorte que T, , € O(Y;) + p" ) G(Y3), pour tout
(a,s) € I .. On peut donc écrire Ty 4, sur Yy, sous la forme

Tos =Tas0 —I—pr(S)T' avec Ty 50 € ﬁ(ffs) et T,;’S € 0(Ys).

a,s’

On choisit un relévement Té7s de T, ; dans 0 (Ys), et on pose

Ta s = Ta7870 +ﬁr(S)Tfiys E ﬁ(?g)’

e Sia€ A, on pose
ﬁ(Ya) = Acris[[Ta,sl,Ta752“/(Ta,slTa752 - ﬁu(a)).
On a
ﬁ(Ya) =0Oc ®A—cris ﬁ(i;a)
o Si s € S(a), on pose O(Vas) = Acis|[Tas, Ty 2). Si b > 0, on note

7z (ffa, s)FPr le complété p-adique de 'enveloppe a puissances divisées logarith-
miques partielles, de niveau h, du noyau de 0(Y,) ® a_,,.0(Ys) — O(Yys) :

: Ta,s®1 . .
si Uy = 1 ®’T~,® , on a un isomorphisme

O(Vas) PP 2 OV ) [l b € NP

T.,:®1
1®T, 5.0
ci-dessus car p") a des puissances divisées partielles de niveau h.

e Si Z =Y,,Y,Y,s on note QJ(Z) le Ais-module ?]:6’(2)/&“5’ et

94 (?a,s)PD le Acris-module QZ(?Q,S)PD/AC“S' On a bien stir Q/(Z) =0sij > 2

(resp. j > 3) et Z =Y,,Y, (resp. Z = Y, ). Le lemme de Poincaré nous
donne le résultat suivant :

Si h > N(S), on peut remplacer Uy s par Uy, , = dans I'isomorphisme
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Lemme 6.17. Si h > 0, le complexe de de Rham [ﬁ’(Yas) — QY as)] est
PDy,

pl-quasi-isomorphe au complexe [ﬁ(f{ls)PDh — QY aS)d 0]
Notons que I'on peut munir & (Ys) et O(Y,) & endomorphismes de Frobe-

nius (€(Y,) par extension des scalaires a partir de &(Y;) qui est lisse sur x,

et 0(Y,), en envoyant T} sur T?); cela munit aussi O ms)PD’L

produit tensoriel. B
On définit les Hjp (Ys), pour i < 2, comme les groupes de cohomologie
du complexe 42

du frobenius

Cir(Ys) = [[IOoY) — 1 Q' (V) & [] 0(V;)"° — [1 2'(Yi)h ]
i€l iel (i,5)€l, . (1,§)€l2,c

la premiere fleche étant ((f;):) — ((dfi)i, (fi ® 1 —1® fj)i;), et la seconde
étant ((wy)i, (fij)ij) — (wi ® 1 —1® w; —df; ;)i ;. Notons que ¢ commute
aux fléches ci-dessus et donc les HQR(YS) sont munis d’une action de ¢.

Remarque 6.18. (i) Les techniques cristallines a base de lemme de Poincaré
permettent de montrer que les H éR(Ys), ainsi que l'action de ¢, ne dépendent
pas des choix faits : nous laissons au lecteur le soin de vérifier que les Hle(}N/g)
sont les groupes de cohomologie cristalline logarithmique absolue (i.e. sur Z,)
de (O¢/p) ® Ys.

(ii) Si on remplace PD par PD;, dans la définition ci-dessus, on obtient
un complexe p"-quasi-isomorphe d’aprés le lemme 6.17. B

(iii) On pourrait remplacer Aeis par Ajys dans les définitions des 0/(Z2)
et utiliser le cas R = Ajur du n°3.6.3 pour produire un schéma formel Yg
ayant Yg et Y/S comme spécialisations. Malheureusement, on ne peut pas
munir }N/g d’un frobenius global, et son existence n’aide pas pour munir la
cohomologie d'une action de ¢.

Le complexe Cc’lR(}Nfs) est le cylindre

H Q. _> H QT<1 7]

ZEI ( 7])6[2,(:

Pour faire les calculs, on peut remplacer C(;R(Y/S) par le complexe quasi-
isomorphe

Cir¥s) = [[[o0) —» [ 2= i)

Ze] (17])612.(,

42. On écrit PD pour PDy.
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ou QTSI(YQJ) est le complexe défini pour le lemme 4.14.

6.3.5. Cohomologie de Hyodo-Kato. On définit les HQR(Y/S) comme
les groupes de cohomologie du complexe C&R(st) = O QA JR(?S).
Comme 0y : Acris — O commute & ¢, le complexe C&R(ffs) est muni d’une
action de ¢ et donc les HéR(Y/S) aussi.

On cherche & exprimer les HQR(T’S) en termes des HQR(Y/S). Pour ce faire,
on remplace PD par PDj dans la définition de C&R(?S), ce qui produit un
complexe p™¥(%)-isomorphe, si h = N(S).

e Siie I ousi(i,j) € Iz, on pose

O(Y;)=0x®a

O(Y:), O™ = O5@ 4., 0(Yi))P"

cris cris

(Il n’y a pas de conflit de notations si i € S.) On dispose de plongements
naturels

i O;) = O:), iy O )PP — 0(Y;;)

e si i € S, ce plongement est l'inclusion naturelle et est donc un mor-
phisme d’anneaux qui commute & ¢.
e Si (i,7) = (a,s) € I, ce plongement est I'inclusion
v (U, —1* Uss— D"

OV o)W e NP o 0(, ) [ Yo

—A
e/ ey k€ NJP

(ona (V) = OulTa,s, T;;}) ; ¢’est un morphisme d’anneaux qui commute
a Q.

eSii=a€ A ona
O(Ya) = Op[Tasy, Tasa]l/(Tawsi Tasa)s O(Ya) = Acris|[Tasys Ta,so]l/ (Tasy Tass — 7))

et 1, est I'application Ox-linéaire qui envoie T(ﬁ s, sur T(f; s, Ce nest pas un
morphisme d’anneauz puisque Tg 5, T 5, = 0 dans ﬁ(}v/a) et To 6, Ta,5, = pra)

dans 0(Y,), mais ¢, commute a .

Lemme 6.19. La fleche ¢ : GAR(YS) — E(ER(?S); induite par les ts, g, ta,s,
est un p™V'S) -morphisme de complezes qui commute & .

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 4.14 (et du fait que les
Lss La, La,s cOmmutent a ¢). O

On en déduit le résultat suivant.
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Corollaire 6.20. On a des p™¥ () -isomorphismes (le premier de chaque ligne
commute & @) :

Aqis ® 6*5651{(?5) = 6;1{(375) et Oc® ﬁéaaR(Y/S) = Cir(Ys),
Acis Qo Hig(Vs)*® = Hip (Ys)* et Oc R0 Hig(Yo)™ = Hip (Ys)*P.

On définit les groupes de cohomologie de Hyodo-Kato HﬁK(Y) par :
HIz-IK(Y) = é ®ﬁc HZ{R(Y/S) = é ®Acris HéR(?S)

(Ces groupes ne dépendent pas de S). Par construction, ce sont des é’—espaces
et ils sont munis d’une action semi-linéaire de ¢; on les munit aussi d'un
opérateur de monodromie N vérifiant Ny = ppN (cf. rem. 6.22 ci-dessous).
Le cor.6.20 a pour conséquence immédiate I’énoncé suivant dans lequel on a
posé Hle(f/) =Q, ®z, HéR(Y/S) (le résultat ne dépend pas de 5).

Théoréme 6.21. (i) On a des isomorphismes (le premier commute & @) :

B+

cris

©eHik (V)P = Hig (V)P et uix : CogHi (V)™ = Hip (Y)*P.

(ii) HéR(?)Sep est un B, -module libre de rang fini et on a des identifi-
cations

Cwps Hig(Y)™ = Hig(Y)? et Cop: Hip(Y)*? = Hj(Y)*,

la seconde étant p-équivariante.

Remarque 6.22. (o) gk est lisomorphisme de Hyodo-Kato.

(i) En reprenant les arguments des preuves de la prop. 6.8 et du th. 6.14,
on obtient les résultats suivants, si Z = }N’, f/, et si Az = Aqis ou O suivant
que Z = YouZ=Y:le groupe H(}R(ZS) a une filtration stable par ¢ dont

N(S)

les quotients successifs sont, a p pres,

Hig(Zs) = [ H'(U,Az) — [lies Hir(29)o — HE(T, Az)*(-1) ].
T dTy,s dT, s
Le (—1) multiplie I'action naturelle de ¢ par p (car ¢( T ) = pT)
(ii) En utilisant 'isomorphisme C'® 5 Hj (V)P 22 Hip (Y)*P, le th.6.14
et la prop.5.20, on prouve que le groupe H%IK(Y)Sep admet une filtration
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naturelle stable par ¢ dont les quotients successifs sont 43 :

H%IK(Y)SGP = [ Hl(Fintaé) - ( H C!‘li(Y-ﬁsp)) (H crls(Ysp) ) Hcl(r7 é)*(il) ]
s€X(Y)int s€0Y
(iii) L’opérateur N, : H}(T',Az)* — H'(I',Az) du n°1.2.4 induit des
opérateurs (de monodromie) vérifiant N o N =0 et Ny = ppN, et compa-
tibles entre eux (par extension des scalaires)

N:Hi(Y) = Hig(Y), N : Hig(Y)*P - Hy (V).
6.4. Cohomologie syntomique et cohomologie étale p-adique

6.4.1. Cohomologie syntomique. Sii € I, on note FLO(Y;) le noyau du
morphisme surjectif &(Y;) — O(Y;), et si (4,7) € Is., on note F10( ”)PD
le noyau de &/( W)PD — 0(Y;;).

On note Syn(Yg, 1) le complexe total associé au complexe double

[Lie, FrO) — L, @' (V) & I, pen. F! O(Yi;)™? —= [isen. QN (Yi)02

s -1
Hie[ ﬁ(ﬁ) - Hie[ o (YL) @ H(z J)EI2 e ﬁ(?i,j)PD - H(i,j)e]z,c Ql(ﬁ,j)ggo
Les H:yn(Ys, 1) sont les groupes de cohomologie du complexe Syn(Yg, 1).
6.4.2. Comparaison syntomique-étale. Si u = (u,), € Symb,(Y), et
si ¢ € I, on choisit des relevements w; , et (un)m comme précédemment, ce
qui permet d’associer & u un 1-cocycle ((x;,v:)i, (2 j)i;) de Syn(Yg, 1), en
posant

(zi,y:) = Oy, (upy,) = ( lim Zn ) lim 5 log (m:))’

n—oo %in 'nsoo0 P

T Ui n®1
2y = lim log 1

(onaz;€F Lo(Y; j) car u; n et u; , coincident sur Y; ;). L’image 05(u) de ce
1-cocycle dans Hsyn(YS, 1) ne dépend que de u, ce qui fournit une application

85 : Symb,(Y) — Hy, (Ys, 1).

syn

43. Rappelons que M) désigne la partie de pente 1 d'un C-espace M de dimen-
sion finie muni d’une action semi-linéaire de (.
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Remarque 6.23. L’application
85 : Symb,,(Y) — Hlg (Ys)?=?

dépend du choix de r — p". En effet, si on modifie 7 — p", cela change p en
ple], avec € = (1,¢€1,...) € Oc», et cela change T, 5, en [esﬂ(“)]Tm52 sur Yy, et

donc aussi zq 5, €N zqs, + Resa(‘%‘)u(a) log|[e].

Théoréme 6.24. L’application 65 : Symb,(Y) — Hslyn(YS,l) définie ci-
dessus est un isomorphisme si p > 2 (si p = 2, c’est presque un isomor-

phisme).

Démonstration. On a un diagramme commutatif dans lequel les suites hori-
zontales sont exactes :

0 — H'(T', Zp(1)) —= Symb,(Y) — [[ Symb,,(Y;) — [] Symb,(¥i;)

=y (i,j)EIgvc
| | ! !

OHHI(sz;Dt) H'}Islyn(ys"l) - H Hslyn(yvivl)%' H Hslyn(Y;,j71)
icl (,5)El2,c

Les isomorphismes verticaux sont établis dans la prop. 5.32 pour les Y; avec
i € 5, et dans la prop. 4.11 pour les Y;, avec ¢ € A, et les Y; ;. Le résultat
s’en déduit. O

En combinant le résultat précédent avec celui du cor. 5.5, on obtient :

Corollaire 6.25. On a des isomorphismes naturels sip > 2 (sip = 2, la
fleche de droite est un isomorphisme, celle de gauche est presque un isomor-
phisme)

Hgy,(Ys, 1) == Symb, (Y) = Hg (Y, Zy(1)).

syn

6.4.3. Cohomologie syntomique et complexe de de Rham. On note
HK(Yg, 1) le complexe Syn(Yg, 1) avec F*¢@(Z) remplacé par 0(Z) et 0(Z)
par 0(2) = ﬁ(Z)—i-%ﬁ(Z), siZ =Y, Y ;. Le quotient HK(Yg, 1) /Syn(Ys, 1)
est p-isomorphe au complexe

[[[ew) - [] o)

el (4,7)EI>,c

qui calcule la cohomologie du faisceau &.
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On note HKY les groupes de cohomologie du complexe HK(Yg, 1). On a
une suite p?-exacte longue

0—HY (Ys,1) = HKS —= 0(Ys) —= HL (Ys,1) = HK}

syn syn

HY(Ys, 0) — H2,,(Ys,1) — HK% —0

syn
Proposition 6.26. On a une suite p*-exacte

0— O(Ys)/Oc — HL (Ys,1) = Hip(Ys)?™P — H' (Yg, O)

syn

Démonstration. On a HKY = HgR(f/S)‘P:p = A7-": on en déduit que

cris
Hsoyn<YS7 1) = (FlAcris) Z t et HKO/ syn(YS7 1) ~ 0c.

Par ailleurs, HK(Yg, 1) est le cylindre | CdR(?S) i CdR(?S)’ |, ou C’dR(EN/S)’
est obtenu a partir de Cqr (Ys) en remplacant €(Z) par 6(Z) si Z = V;, Y.
et comme 1 —% est surjectif de HO(CdR(YS)) sur HO(C’dR(YS) ), on a HK}g =
HJ;(Ys)#=P. On en déduit le résultat. O

Remarque 6.27. (i) Si Y est propre, alors 0(Yg) = O¢ et la suite devient

0 — Hap(Ys,1) = Hig(Ys)9™P — H'(Ys, 0) — H2,(Ys,1) —

(ii) Si Y est un affinoide, alors H!(Ys, @) est tué par une puissance de
p, et la torsion de H éR(?S)‘P:p est d’exposant non borné.

(ili) Un 1-cocycle de Syn(Ys, 1) est une collection ((wi)i, (fij)i ;> (94)i)
satisfaisant un certain nombre de relations dont w; ® 1 — 1 ® w; = df; ;.
Cette relation, modulo F'!, devient w; — w; = 0, ce qui fournit une fléche
HL (Ys,1) = QY(Ys). De méme, modulo F!, le complexe CdR(f/g) devient

syn -
Car(Ys), ce qui fournit une fleche Hlg (Ys) — Hlz(Ys) et un diagramme
commutatif & lignes exactes

0— 0(Ys)/Oc — HL, (Vs,1) — Hiz (Y5)9=P — H'(Ys, O)

syn

| l l H

0—=0(Ys)/Oc — Q(Ys) Hl: (Ys) —— HY(Ys,0) —=0
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Remarque 6.28. (i) La fleche 6(Ys)/Oc — Hg,, (Ys, 1) admet la description

suivante 4. Si i € I notons simplement Ry, R; les anneaux 0(Y;), O(Y;), et
R;j, R les anneaux 0(Y; ), O(Yi;), si (i,7) € Iy Soit alors g € 0(Ys).
Si i € I, choisissons un relévement §; de la restriction g; € R; de g a Y;.
La famille § = ((dg:)i, (1 — £)3i)i, (3 ® 1 = 1 ® g;)i,;) est un 1-cocycle du
complexe Syn(Yg,1), dont la classe de cohomologie ne dépend que de g,
puisque, si ¢ est un autre choix, alors g’ — g est le bord de (g, — g;); et
i — g € F'R; par construction.

(ii) La recette ci-dessus fournit aussi une application naturelle (Y )** —
Hg,(Ys,1). Siu € O(Y)**, on choisit un relévement i; € R; de la restriction

u; € R; de w a U;. Comme vp(u; —1) > 0, la série définissant log @; converge
dans R,[%], notons g; sa somme. On a (1 — %)gl- = %log(%) € R; car

% €1+ pR;. On a aussi dj; = C? efl}, et g ®1—-1® g; :log%%} €
F'R; j puisque 12 € 14 FR; ;. La famille

A(a) = ((dgi)i, (1 = £)3i)i (3 © 1 = 1® gj)i;)

est un 1l-cocycle du complexe double Syn(Ys, 1), dont la classe de coho-
mologie ne dépend que de w car, si @, est un autre relévement de w, alors
log Z— € F'R; puisque Z— €1+ F'R;.

L’application ci-dessus se prolonge, par continuité, en une application
naturelle Z, ® O(Y)** — Hslyn(Yg, 1). Pour le voir, on écrit un élément
u de Z, ® O(Y)** sous la forme [], -, ub et on envoie u sur la classe de
>0 P A(Ty,) avec des notations évidentes. Il faut vérifier que ceci ne dé-
pend pas de l'écriture et du choix des i, ; cela revient a prouver que, si
[L.>o ub? =1, alors Y om0 P A(ty) est un cobord. Dans ce cas, ug est une
puissance p-iéme dans Z, ® &(Y)** et donc aussi dans &(Y)**, et on peut
choisir la racine p-iéme vy telle que vo [[,,~ uﬁ”fl = 1. On choisit un relé-
vement ¥ de vg et alors A(iig) = pA(@p) + dro (ot d est la différentielle de
Syn(Ys,1), i.e. A(ag) — pA(ty) est un cobord). De méme, vou; = v} avec

v1 Hn22 uﬁM =1, et A(Pptu1) = pA(01) + dz1, etc. Mais alors

A(idg) + pA(Tn) + p*A(fe) + - -+ = dxo + pA(Totn) + p*Altg) + -+ -
=dxo + pdz1 + pQA(@lfLQ) +]33A(ﬂ3) + -
= dxg + pdxy +p2x2+~- :d(l'o—l-plﬂl +p2$2+'--)

44. Elle n’est définie que sur le sous-groupe 0’ (Ys) des g tels que (1 — %)gi € R;,
pour tout i. Le quotient &(Ys)/0’(Ys) est tué par p.
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Autrement dit, > -, p"A(%y,) est un cobord, ce que I'on voulait.

(iii) Les deux applications ci-dessus se correspondent via ’exponentielle :
si g € O(Ys), alors exp(2pg) € O(Y)** et le diagramme suivant est commu-
tatif :

O(Ys) g—rexp(2pg) O(Y)*
\L T—2px \L
Hslyn(YSa 1) Hslyn(Y5'71>

(iv) La composée de O(Y)** — HL (Ys,1) — H&R(?g)@:p fournit des
classes de torsion : si N € N est tel que pV§; € R; pour tout ¢, alors pVe est
le bord de (p™§;)icr, et la classe de f dans HK} = HL: (Ys)#=P est tuée par
p™V. On en déduit que 'application composée

Z,®O0(Y)™* — HL, (Ys,1) = (Hig(Ys)*P)?=P

syn

est identiquement nulle.

6.4.4. Monodromie. Pour remédier au probléme soulevé dans la rem. 6.23,
on va étendre les scalaires & Ay = Acyis|Log ﬁ]PD, ou Log p est transcendant
sur A, pour faire disparaitre la « monodromie autour de p ». On étend

l'action de ¢ en posant p(Logp) = pLogp et on note N la dérivation #ogﬁ'

On a Nyp = ppN et une suite exacte 0 = Acris — Agt ﬁ) A — 0. Notons
que Ag contient log(ple]) = Logp + logle] puisque loge] € Acis, et comme
v(logle]) = plogle], ni Agt, ni ¢ ni N ne dépendent du choix de p (ou, ce qui
revient au méme, de r — p").

Sur AstééAcrisHéR(?g), on dispose du frobenius ¢ = ¢ ® @ et de la
monodromie N = N®1+1®N, et comme N? = 0 sur H&R(?s), I’application

z = 3(x) =1®@x — (Logp) ® Nz
définit un isomorphisme
vt Hip(Ve) & (Ast @ A, Hig (Ys)) V="
qui commute a 'action de ¢ (et dépend de p).

Soit a : Hs;lyn(Yg, 1) — H(}R(}N/S)‘P:p la surjection naturelle (cf. (ii) de la
rem. 6.27).



Cohomologie des courbes analytiques p-adiques 613

Proposition 6.29. L’application
150 a0 ds: Symby(Y) = (Agy ® A, Hip (Ys)) V"
et la suite exacte
0— O(Ys)/Oc — Symb,(Y) = (Agy ® A, Hig (Ys)) V=077 = 0

ne dépendent pas de r +— p".

Démonstration. Comme on I’a vu dans la rem. 6.23, changer p en €p change

les zq5, €0 245, + Resa(%"),u(a) log[e]. On en déduit la formule

a0 055 (u) = o dj(u) + N(a o dz(u)) log[e].
Maintenant
tpe)(z) = 1@ x — (log p + logle]) ® Nz = 15(z) — logle] ® N
On en déduit 'identité

tple] (@ © Gy () = vyl 0 p(u))
qui permet de conclure. O

6.4.5. Affinoides.

Théoréme 6.30. Si Y est un affinoide, on a une suite p*-ezacte®

0= Z,@OY)™ — HL(Ys, 1) = (HiR(Ys)*P)¥™P — H(Ys, 0).
Démonstration. 11 résulte du (iv) de la rem. 6.28 que l'on a un complexe
Z, @ O(Y)™ = HY, (Vs 1) = (Hip (Vs)*P)# 7.

e L’exactitude & gauche, i.e. I'injectivité de Z, ® O(Y)** — Hslyn(Ys, 1),
résulte du théoréme de comparaison symboles-syntomique (th. 6.24) et de la
suite exacte de Kummer en cohomologie étale.

e Pour l'exactitude au milieu, partons de ¢ = ((w;)i, (fi)i, (gi,j)i,5), un 1-
cocycle dans 'adhérence de la torsion. Maintenant, ¢ étant dans ’adhérence
de la torsion, il en est de méme de sa restriction a Y;, et il existe v; € Z,, ® ]?;‘ *

tel que w; = %—f’ et fi=(1- %)logﬁi (cf. prop.5.32 si i € S, et prop.4.11

45. Rappelons que H!(Yg, 0) est tué par pY, pour N assez grand.
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plus lemme 4.4) si i € A, ; en fait o; € R**, si i € A, car R** est complet
(2 (2
pour la topologie p-adique).
0; Q1
Alors log 1’®5J

2 = UJZ- si p = 2) sur Y;; car logv; = logv; (ce qui implique que
le quotient est une racine de l'unité d’ordre p") et log 117®%1 est entier, ce
J

= gij € Flffm. On en déduit, si v; = (%), que v; = v,

(resp. v

qui implique que cette racine de 'unité a un relévement dans A ;s dont le
logarithme est entier, et donc est égale a4 1 (ou a —1 si p = 2).

Les v; (resp. les v?) se recollent donc pour donner naissance a v €
Z,® O(Y)**. Mais alors ¢ — §3(v) est dans I'adhérence de la torsion et dans
HY (T, A?.P). Une petite modification de la preuve du lemme 6.16 permet
alors de prouver que ¢—0d5(v) est dans I'image de Z,, ® O(Y)**, ce qui permet
de conclure.

e Comme Z, ® O(Y)** se surjecte sur (HéR(?S)tors)¢:p7 et comme cette
fleche se factorise a travers HY ,(Ys, 1) dont I'image dans H'(Ys, €) est nulle,
cela induit, par passage au quotient, la fleche (H, éR(}N/S)SQP)‘P:p — HY(Ys, 0)
du théoréme. L’exactitude en (H, AR(EN/S)SGP)@:” est alors une conséquence de
ce qui précéde et de la prop. 6.26.

Ceci permet de conclure. O

Remarque 6.31. Il résulte du (iii) de la rem. 6.27 que la suite exacte du
th. 6.30 se compléte en le diagramme commutatif suivant

0—=2Z,®O(Y)™ — Hy, (Ys, 1) — (Hjp (Ys)*P)?=" —=0

syn

| | i

—~ dl
0—=Z,® O(Y)** - Ql(Ys) Hl (Ys)™® ———=0

dans lequel la ligne du haut est pN)-exacte et celle du bas est un complexe
(exact a gauche et a droite mais pas au milieu).

6.4.6. Le théoréme de comparaison dans le cas quasi-compact. En
modifiant le diagramme du (iii) de la rem. 6.27 grace a l'isomorphisme du
(1) du th.6.21 et a la suite exacte du th. 6.30, on obtient le résultat suivant,
a la surjectivité prés de (B, ® Hy (Y)*P)N=0¢=P — H(Y, 0) dans le cas
compact (dans le cas non compact, on a H'(Y,0) = 0 et cette surjectivité
est triviale; voir le (i) de la rem. 6.33 pour le cas compact).
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Théoréme 6.32. Si Y est une courbe quasi-compacte, on a un diagramme
commutatif dont la premiére ligne est exacte et la seconde est un complexe :

0—=Qp®O(Y)™ —= Hin(Y,1) — (Bf ®¢ Higx (Y)*P)N=0¢=F — H'(Y,0) — 0

| | ' H

0—Q,80(Y)* 5 QLY) ———— Hl (V)™ HY(Y,0)—0

Remarque 6.33. (i) Si Y est propre, alors
QeO(Y)™ =0, Hyk(Y)*® = Hy(Y), dimq, Hye (Y, Qp(1)) < 00,
et la suite du haut devient

0 = Hproet (Y, Qp(1)) = (B @4 Higk (V)Y =097P — HY(Y, 0) — 0.

L’exactitude a droite peut se prouver en utilisant un argument de Dimensions
d’Espaces de Banach : (B}, @ H; (Y)5P)N=0¢=P ot H(Y, &) sont les C-
points d’Espaces de Banach Xy et Xgqgr de Dimension finie® et la fleche
ci-dessus s’étend en un morphisme f : X5 — Xgr. Si Y est de genre g,
alors Xgr est l'espace trivial V9, de Dimension (g,0), tandis que Xy est de
dimension ) (1 —7;,1), ol les 7; sont les pentes de ¢ sur Hly (Y) avec
multiplicité ; comme 0 < r; < 1 et r; — 1 —1r; est une bijection de I’ensemble
des r; car le cup-produit induit un accouplement parfait, commutant a ¢,
de Hiy (V) x Hiy (V) dans C(—1) = HZ(Y), on a Dim(Xy) = (g,29).
On conclut en utilisant [17, cor.5.17 (ii)] ou bien en utilisant le fait que

dimgq, H;roét(Y, Q,(1)) = 2g et la formule

Dim(Im f) = Dim(Xt)—Dim(Ker f) = (g,29)—(0,2g) = (9,0) = Dim(Xqg).

(ii) si Y n’est pas propre (i.e. Y est un affinoide), alors H'(Y, &) = 0, et
la suite devient

0= Qp®O(Y)*™ = Hp oot (Y, Qp(1)) = (B ® 5 Hip (Y)*P)N=0=F — 0.

En particulier, H;mét (Y, Qp(1)) n’est pas de dimension finie sur Q,, puisqu’il
contient Q, ® (O(Y)**/1 4+ m¢) qui est un C-espace de dimension infinie

(isomorphe & €(Y')/C par le logarithme).

46. L'espace Xy est le foncteur A — (Bf(A) @5 Hiyx (Y))V=09=P, Despace Xar
est le foncteur A — A ®@c H'(Y,0) et f = (fa)a, avec fo = O @ tygg, ol 4 :
B (A) — A est I’application habituelle, et ik est lapplication de Hyodo-Kato
composée avec la surjection Hip (Y) — HY(Y, 0).
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7. Affinoides surconvergents

Dans ce chapitre, on regarde ce qui se passe quand on transforme un affi-
noide en courbe sans bord en le rendant surconvergent : il est bien connu que
cela simplifie nettement la structure de la cohomologie de de Rham, et la co-
homologie proétale p-adique prend aussi une forme plus sympathique (th. 7.6,
la cohomologie proétale f-adique, pour ¢ # p, quant a elle ne change pas). On
donne aussi deux interprétations du groupe (B ®¢ Hip (X NN=09=P pour
X courbe propre, en termes du revétement universel du groupe p-divisible
de la jacobienne de X, 'une (th.7.9) via la description de la cohomologie
proétale p-adique, 'autre (th.7.12) via l'intégration p-adique.

7.1. Cohomologie d’un affinoide surconvergent

7.1.1. Structure surconvergente sur un affinoide. Soit Y un affi-
noide lisse de dimension 1 sur C. On fixe une structure surconvergente Y
sur Y : on plonge Y dans l'intérieur d’une courbe quasi-compacte X (par
exemple en recollant des boules ouvertes le long des cercles fantémes a la
frontiére de Y pour obtenir (cf. prop.3.15) une courbe propre). On choisit
une triangulation Sx de X contenant une triangulation Sy de Y, et donc
on a une inclusion de squelettes I'(Sy) C I'(Sx). Si § > 0 est assez petit,
alors {r € I'(Sx), d(r,T'(Sy)) < d} est le squelette d’une triangulation d’un
sous-affinoide Y5 de X, et Yj est contenu dans 'intérieur de Yy si d < &' ; de
plus Ns>oYs = Y. Alors YT est la « limite projective » des Yj, pour 6 > 0,
ie.

o(yh) = lim_ O(Y;)

et les Y, pour 6 > 0, forment une présentation de Y. Le sous-anneau &(YT)
de O(Y) (des fonctions surconvergentes sur V) dépend du choix de X (ou,
ce qui revient au méme, de la présentation par les Ys), mais deux présen-
tations différentes donnent des @(Y't) isomorphes (non canoniquement). En
pratique, Y est souvent un sous-affinoide d’'un X comme ci-dessus et on dis-
pose alors d’une présentation naturelle, mais dans le cas contraire tous les
objets considérés dépendent du choix d’une présentation.

Si & est assez petit, alors Y5 \'Y est contitué de couronnes, une par cercle
fantome a la frontiére de Y, ouvertes du coté de Y et fermées de 'autre coté :
si X est obtenu en recollant des boules ouvertes D, , on peut identifier D,
a la boule unité modulo le choix d’un paramétre local z;, et alors Y5 \'Y est
la réunion des couronnes {z; € D, , 0 < vp(2;) < 0}.
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7.1.2. Cohomologie de de Rham. On définit les Hiz(YT) comme les
groupes de cohomologie du complexe &(YT) = Q(YT). On a

Hip(YT) =C et Hip(Y") = lim Hg(Ys)-

Proposition 7.1. L’application naturelle Hi(YT) — Hz(Y)*P est sur-
jective.

Démonstration. Fixons § > 0. Si w € QY(Y), on peut écrire w comme la
limite d'une suite (wp)n>0, avec w, € QY(Ys), la suite convergeant dans
Q1Y) mais, en général, pas dans Q'(Yj).

Soit W = HJR(Y)*P, et soit pr : Q'(Y) — W la projection naturelle.
Alors W est de dimension finie; choisissons en une base e1,...,¢eq, et mu-
nissons W de la valuation vy (z1e1 + -+ + xqgeq) = inf; vy(z;). Choisissons
w; € Q1Y) ayant pour image e;, et écrivons w; comme la limite d’une suite
(Win)n>0 comme ci-dessus. Alors pr(w; ) tend vers e;, et il existe n; tel que
fi = pr(win,) vérifie vy (e; — fi) > 0. Les f; forment donc une base de W,
qui est incluse dans l'image de la fleche Hlp (Y1) — Hlg (V)P

Ceci permet de conclure. O

Si B> a > 0, on choisit une triangulation de Y3 adaptée & Y, et Y (on
peut supposer, ce que nous ferons, que Sg \ S, = 0Y3). Cela nous fournit
des modeles sur O¢, semi-stables, Yg¢ C Y, C Y5, de Y C Y, C Y3. On
note I' C I'y, C I'g les graphes correspondants : ces graphes ont la méme
cohomologie car on passe de 'un & l'autre en changeant juste les longueurs
des arétes issues des points de 9*dY (et en rajoutant des points sur ces
arétes).

Lemme 7.2. L’application naturelle Hip (Ys) — Hig(Ya) se factorise a
travers Hp (Yp)5P.

Démonstration. Si 6 = «, 3, notons HéR(st)o le noyau de l'application
w +— Res(w), i.e. Ker[Hls (Ys) — HY(T'5,C)*]. Comme HX(T,C)*, qui est
isomorphe & H}, (Ys)/Hlz (Ys)o, est un quotient de H}g (V5)*°P, il suffit de
prouver 'énoncé pour Hlg (Ys)o — Hiz(Ya)o.

La prop. 6.8 nous donne (aprés avoir inversé p) un diagramme commu-
tatif, dont les lignes sont p™N-exactes (avec N dépendant de «v et f3)

00— H'(T4,C) — Hig(Y)o — [Lses, HéR(YB?s)O —=0

H i ¢

0—= H'(To,C) — HR (Ya)o — [Tes. HgR(Ya?s)o —0
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La fleche de droite est le produit sur s € Sg des fleches naturelles :

e si s € Sy \0Y,, alors Yﬁ?s = Ya?s et la fleche correspondante est
I’identité,

e si s € 0Y,, alors Yﬁ?s est une compactification de Ya?s obtenue en
recollant des boules ouvertes le long des cercles fantémes appartenant a Y
a la frontiére de Y, et la fleche est I'injection naturelle,

e si s € Y}, la fleche correspondante est identiquement nulle.

On conclut en utilisant le th. 6.14, qui fournit une suite exacte

0— Hl(Fﬁ,inta C) — HéR(YB)Bep - H HéR(Yﬁ?s)Bep — 0,

8655
le fait que I'sine et I's ont méme cohomologie, si § = «, (3, et les égalités
H&R(Yﬁ?s)ffp = HéR(YB?S)O = HéR(Yﬁ?s), sis € Sp\0Ss (car Y,B?s est propre),
et HéR(YBOS)f)ep =0si s € 053 (car Y 5 est un disque). O

Corollaire 7.3. (i) Si 6 > 0, Uapplication naturelle His(Ys) — Hiz(Y'T)
induit un isomorphisme H1g (Ys)*P = Hia (YT).

(ii) Le groupe H(%R(YT) est de rang fini et admet une filtration naturelle
dont les quotients successifs sont :

Hip(YT) = [ H(T,C) — [Liexy) Hin (V) — HX(T, C)* .

) : s 1 T 1
Démonstration. D’aprés le lemme 7.2, on a Hip (Y1) = lim,  Hag (Ys)*P.
Or on déduit du th. 6.14 que H}g (Y5)%P — Hlg (Y,)5P est un isomorphisme
si B > « (la surjectivité est immédiate sur la description du théoréme, et
Vinjectivité résulte de ce que Hig(YO)yP = 0si s € Y car s est un cercle
et Y0 est un disque).

Cela prouve le (i), et le (ii) s’en déduit en utilisant de nouveau le th. 6.14,
le fait que I'sine et I's ont méme cohomologie si & > 0, et le fait que
Hl; (PY) = 0 pour passer de S a %(Y). O

7.1.3. Cohomologie de Hyodo-Kato. Si > «, on a un morphisme de
complexes C3i(Y3) = C3r(Ya) (comme ci-dessus, ce morphisme est l'iden-
tité sur toutes les composantes Yy, Y5, Y, 5, pour a € A, et s € Sy, et est
lapplication nulle sur les autres).

On en déduit une application naturelle Hiy (Ys) — Hij (Ya) commutant
4 ¢ et N et qui se factorise a travers Hijy (Y3)%P, et on définit Hiy (YT) par

Hii (Y") == lim Hyg (Ys) = @bo Hiygye (Y5)*°P.



Cohomologie des courbes analytiques p-adiques 619

Les isomorphismes C' @p Hie(Ys)*P = H1. (Y5)*P 2 Hl, (Y1) montrent
que l'application naturelle Hijp (Ys)*? — Hip (YT) est un isomorphisme
pour tout § > 0. En reprenant les arguments de la preuve du cor.7.3, on
déduit de la rem. 6.22 le résultat suivant :

Proposition 7.4. Le groupe Hly (Y1) est de rang fini sur C et admet une
filtration naturelle dont les quotients successifs sont :

Hige (Y1) = [ BT, €) — [iex(y) Hii(YF) — HAT,C)* (-1)].

Remarque 7.5. En passant a la limite dans le (i) du th. 6.21, on en déduit un
isomorphisme

ik : C ®p Hi (Y1) = Hip (V7).

7.1.4. Cohomologie proétale p-adique. On définit Hll)mét(YT,Qp(l))
par :

Hproa (YT, Qp(1)) 1= Timy o H o (Y5, Qp(1)).-

(Notons que H;roét(Y(;, Q,(1)) = HL (Y5, Qp(1)) car Ys est quasi-compact. )

En passant a la limite quand 6 — 0 dans le diagramme du th. 6.32,
et en utilisant I'isomorphisme Hg, (Y5,1) = H (Y5, Qp(1)) du cor.6.25, on
obtient le résultat suivant.

Théoréme 7.6. Si YT est un affinoide surconvergent, on a le diagramme
commutatif fonctoriel d’espaces vectoriels topologiques suivant :

exp

0— ﬁ(YT)/C %— le)roét(YT’ Qp(l)) - (B; ®é HI%IK(YT))NZO’SDZP —0

| | o

0—o(yT)/C ———a(vT) Hip(YT)

dans lequel les lignes sont exactes et toutes les fleches sont d’image fermée.

Démonstration. Comme Q, ® C* = 0, on peut supposer que toutes les fonc-
tions qui interviennent prennent la valeur 1 en @, ou Q € Y est fixé. Sous
cette hypothése, si 0 < &' < 8, et si g € O(Ys)**, alors g € 1 + p®~% 0(Yy)
d’aprés la prop.2.9 (car g — 1 s’annule sur Yy, en @). Il en résulte que, si
(fn)nen est une suite d’éléments de &'(Ys)**, alors [, cn fE" converge dans
O (Ys)*. On en déduit que

lim Q,&(0(Y5)™/C*) = Q@ (O(YT)**/C*),
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ce qui fournit le diagramme ci-dessus avec Q, ® (€(Y1)**/C*) au lieu de
O(YT)/C. On conclut en utilisant le fait que log f converge dans &'(YT) si
f € O(YT** et que log induit un isomorphisme

Q@ (o(Y)y™/c*)=o(YT)/C.

Les fléches horizontales sont d’image fermée car H, éR(YT) est séparé, et donc
H} (Y1) aussi. La fleche verticale de droite est d’image fermée car c’est la
trace sur les C-points d’un morphisme d’Espaces de Banach de Dimension
finie [13] (on peut aussi utiliser [35, Lemma 3.3| au lieu de la théorie des
Espaces de Banach de Dimension finie). Cela implique que la fleche verticale
du milieu est d’image fermée (le conoyau s’injecte dans un espace séparé). O

Remarque 7.7. Si £ # p, il résulte du th.6.3 que l'application naturelle
H;roét(Yg, Qu(1)) — H;roét(Y, Q/(1)) est un isomorphisme pour tout ¢ > 0.
Il s’ensuit que 'on a un isomorphisme

le)roét(YJra Qf(l)) — H}%roét(Yv Qf(l))a

et donc que rendre un affinoide surconvergent ne change pas sa cohomologie
proétale f-adique, si £ # p; c’est trés loin d’étre le cas si £ = p comme le
montre une comparaison des th. 7.6 et 6.32 (ou plutot du (ii) de la rem. 6.33).

7.1.5. Le revétement universel du groupe p-divisible de la jaco-
bienne. Soit X une courbe propre définie sur un sous-corps complet K
de C'; notons J sa jacobienne; alors J(C) est naturellement un groupe de
Lie sur C. On note J Pensemble des suites # = (2, )nez d’éléments de J(C)
telles que z,, = p - Tp41, pour tout n € Z, et x, — 0 quand n — —oo. Alors
J est un Qy-espace vectoriel muni d’une action continue de G et contenant
Vo(J) = Qp ®z, Tp(J) (qui n’est autre que le sous-Q,-espace vectoriel des
x = (Tp)nez, avec x, = 0 si n < 0). L’application logarithme

log;: J(C) = C ®k Lie(J)
induit une application
log; : J = C oK Lie(J)

(envoyant (z,) to p™log;x,, pour n'importe quel choix de n), et donne
naissance a la suite exacte

0—>Vp(J)—>j—>C®KLie(J)—>O
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de G g-modules.

Remarque 7.8. Supposons que X est obtenu en compactifiant un affinoide
Y par recollement de boules ouvertes D, le long des cercles fantomes a la
frontiére de Y. Notons ¢ : X — J l'injection envoyant P € X sur la classe
de P — Py, ou Py est fixé. Si § > 0, soient Y5 = Y \ (Ul- D(PZ-,(S)*) et Hs le
sous-groupe de J engendré par les ¢(D(F;,6)7). On a une suite exacte

0= QuR(0(Ys)™/C*) — Hgy(Ys, Qp(1))o — Vp(J/Hs) — 0,

pour tout § > 0. Maintenant, les boules fermées D(P;, 0) se plongent dans X,
ce qui implique que I'image de Hs par log; est un sous-groupe ouvert borné
de C ® Lie(J) et que le sous-groupe de torsion de Hj est fini; on en déduit
que T),(J/H;) est un réseau de J et donc que Vp(J/Hs) = J, pour tout § > 0,
et donc lig&Vp(J/H(;) =J.

En passant & la limite dans la suite ci-dessus, on en déduit une suite
exacte fonctorielle

exp

C—0h - HL(YT, Q1) — T —0.

En comparant les suites exactes de la rem. 7.8 et du th. 7.6, on en déduit
le résultat suivant qui admet une interprétation en termes d’intégration p-
adique comme nous le verrons au n°7.2.1 (cf. th. 7.12).

Théoréme 7.9. On a un isomorphisme naturel
b 0 J =2 (BY @ Hip(X))N=09=P,

Remarque 7.10. (i) Si, au lieu de J, on considére un groupe p-divisible ¢
sur Oc, et qu’on définit le revétement universel ¢4 de maniére analogue,
alors on a un isomorphisme naturel (|22, ch. 4] ou [44, §5.1])

~

¢~ (B}

cris

®e D(F))7F,

ou D(¥) est le module de Dieudonné (covariant) de ¢. On pourrait en dé-
duire le th. 7.9 dans le cas ot X a bonne réduction.

(ii) Le groupe Hij (X) est contravariant en X, mais il est aussi isomorphe
& Hip (X)*(—1), et c’est sous cette forme qu'’il apparait dans le th. 7.12 qui
est la généralisation naturelle de ’énoncé pour les groupes p-divisibles.

Remarque 7.11. Soient X propre et Y un affinoide munis d’une triangulation
S assez fine, et donc d’un patron. La filtration sur Hiy (X) ou Hij (V)P
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induit une filtration sur J. On note Hy (X)o et Hip (V)P les noyaux des
fleches vers H}(T',C)*(—1); l'opérateur N est identiquement nul sur ces
sous-groupes (ce qui explique que l'on peut utiliser B,is au lieu de By dans
les énonceés ci-dessous).

(i) Si X est propre, notons _# le modéle de Néron de J, #° la compo-
sante connexe de 0, et J*°P la fibre spéciale de ¢ 0 (c’est une variété semi-
abélienne, extension de [[,.q J(Ys") par H'(I',Z) @ G, qui s’identifie &
Pic(XZ)). Le groupe J vit dans une suite exacte

0= Vo (LZ%(0c/p) = T = Vy(mo( 7)) = 0,

ou mo(_#) est le groupe des composantes connexes (ce dernier est isomorphe
4 (Q/Z) ® HY(I',Z)*). On a de plus des isomorphismes

Vo(J*®(Oc/p)) = Vo( 7 °(Oc/p)) = (B, ®¢ Hik (X)o)*,
Vo(mo( 7)) = HY(T, Qp)* = (B, @ H'(L,C)*(~1))#7

(ii) Si Y est un affinoide, reprenons les notations du (ii) de la rem. 6.22
décrivant le groupe HéK(Y)Sep. Rappelons que Y;p est, par définition, la
compactifiée de la fibre spéciale classique de Ys; cela fait que Hyy (Y)5?
est un quotient de HCIrIS(Y;p)O, sous-groupe du groupe de cohomologie log-
cristalline des éléments dont les résidus sont nuls en tous les points avec
une structure logarithmique. On note Y;Ent la réunion des Y, pour s € Siy.
Soient J = Pic(Yg") et Jih = PiC(YSSJEnt). Alors J*P et JoB sont des variétés
semi-abéliennes, et on dispose d’une fleche naturelle J — JoF ; on note Jou,
le noyau de ce morphisme. On a, comme ci-dessus, un 1somorphlsme

(Biis ®¢ Heris (Y")0) 7P =V, (JP(Oc/p))

Cris cris

et un diagramme commutatif & lignes horizontales exactes :

0— V,(JP

ext

(0c/p) = (Bis @ Heo(Ys")0) 7P — Vo (33 (Oc /p)) — 0

CrlS cris

| ¢ H

00— Vp(Jexi(ke)) — By, ©¢ Hix (Y)g")? ™" = Vo (T (Oc/p)) —
7.2. Comparaison avec l’intégration p-adique

Dans ce paragraphe, C = C, et K est une extension finie*” de Q,, X
est une courbe propre et lisse définie sur K et J est sa jacobienne. On fixe

47. Cette restriction est due au fait que 'intégration p-adique [6, 12] est dévelop-
pée dans ce cadre. Mais les méthodes de [12] permettent d’étendre cette intégration
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Py € X(C) et on note ¢ : X — J le plongement envoyant P sur la classe du
diviseur P — F.

7.2.1. L’accouplement de périodes. L’intégration p-adique induit des
accouplements de périodes, G g-équivariants :

(0 )Bu : Hair(X) @q, J = Big,  (, )o, s Hip(X) ®q, J = Cy,

etona (,)c, =00(, )Bux-

Passer par I'extension universelle J de J permet d’en donner une défini-
tion particuliérement compacte (cf. [12, prop. B.2.2]). On dispose d’applica-
tions naturelles G g-équivariantes (Lemme 12 ou § B.2 de [12]) :

~ ~

we, :J = J(Cp), Bu: J — j(B(‘fR)

définies de la maniére suivante : si * = (zp)nez € J, on choisit une suite

bornée (&n)nez de relévements des z, dans J(C,) (resp. J(B1R)), et on
envoie z sur la limite de p" - Z,, quand n — 400, la multiplication par p"
étant celle sur J. On a, bien évidemment,

tc, = 00iBy-
Maintenant, si
log7:J — Hig(J)* = Hip(X)*

est le logarithme de J & valeurs dans son algébre de Lie, et sin € H éR(X )
et x € J, alors

<77?'r>BdR = <10gjOLBdR(x)7 77>dR et <777x>Cp = <10gjOLCp (x)7n>dR-

De plus, log7oip,;, : J = Bz @k Hiz(X)* est injective (c’est une consé-
quence de la non dégénérescence de 'accouplement de périodes, cf. [12,
th. I1.3.5] par exemple).

Notons que BJ; ¢, Hll{K(XCp)* s’injecte dans B(‘;R QK HcllR(X)*.

sur une variété abélienne A, dans le cas général, au sous-groupe de A(C') des x tels
que N!z tend vers 0 quand N — oo (si C = C,, tout x vérifie cette condition).
Cela suffirait pour étendre ce qui suit au cas ot v, est discréte sur K et C est le
complété de sa cloture algébrique.
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Théoréme 7.12. (i) L’application log;oip,, : J = Bl ®x Hip(X)* se
factorise & travers (BY ®g Hip (X)*)V=0¢=1,

(ii) Si on identifie Hix(X)* a Hij(X) grace au cup-produit a valeurs
dans H33(X) = K, alors

(Bi®g, Hik (X))V 70971 = (Biog Hik (X)) ™"97F, logzoup., = tst-

Remarque 7.13. L’inclusion de log 7 OLBdR(j) dans (B:t®élel{K(X)*)N:0,cp:1
traduit le fait que la restriction de l’accouplement de périodes ( , )B,, 2
H(X) est a valeurs dans BJ, et commute aux actions de ¢ et N sur
Hlp (X) en plus de celle de G sur J (cf. [11, 10] pour des résultats dans
cette direction).

Démonstration. Soit Y un affinoide de X, complémentaire d’un nombre fini
de boules ouvertes. On a un diagramme (le 0 en indice indique le sous-groupe
des classes sans résidus le long des cercles fantémes a la frontiére des boules
enlevées) :

logj OlB4R

Hyoat (Y, Qu(1))o J B, ®x Hir(X)*

¢ H

—0. o= 1®etnk ~
(B @5, Hin(YE, o) V=00~ B ©x Hin(Y1)o < By ®x Hin(X)

dans lequel les deux fleches partant de Héroét(Yép, Q,(1))o proviennent de la
suite de Kummer (pour 'horizontale) et de la comparaison avec la cohomo-
logie syntomique (pour la verticale), et ont méme noyau. Il s’agit de prouver
que le diagramme commute.

Il suffit donc de prouver que, si v € J. , et si (fn)nen est un relévement
dfn
fn
cet énoncé aprés application de € (i.e. en remplagant tqg par Lc,, ce qui

de v dans Symb,(Ys), alors log (1B, (v)) = (mar( ))nEN)' On va prouver

évite de choisir des fn), et indiquer les modifications & faire pour prouver le
résultat pour tqr. Pour prouver I’énoncé avec (¢, , on va utiliser une fonction
de Green du diviseur © pour construire un relévement de v dans Symb,,(Y5),
avec § > 0 fixé.

7.2.2. Formes différentielles de troisiéme espéce. Rappelons qu'une
forme différentielle méromorphe sur X est dite :

e de premiére espéce si elle est holomorphe,

e de seconde espéce si les résidus en ses poles sont tous nuls,
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e de troisieme espéce si elle n’a que des poles simples et si les résidus en
ces poOles sont des entiers.

Si w est de troisiéme espéce, on note Div(w) = Y Res,w - (x) son di-
viseur; il est de degré 0. Si w = ‘ic—f, alors Div(w) = Div(f). Alors J est le
quotient du groupe des formes de troisiéme espéce par celui des % ; Papplica-

tion naturelle 7y : J — J est induite par w — Div(w), son noyau est 1’espace
HO(X, Q') des formes de premiére espéce. Enfin, le quotient de I’espace des
formes de seconde espéce par celui des df est H, éR(X ).

Choisissons une base wy,...,w, de Qian(J), et notons Ji, ..., 0, la base
duale de I'espace des formes différentielles invariantes par translation sur J
(on adonc df =37 | 9;fw;), et \; le logarithme de J solution de 'équation
différentielle d\; = w;.

L’image de X971 par (Q1,...,Qg—1) — ©1(Q1) © -+ 6 1(Qg—1) est un
diviseur (le diviseur théta) © de J. Si u € J est général, I'intersection X,
de t(X) et*® u @ O est constituée des g points Qu,1,- -, Quy solutions de
I'équation t(Qu1) ® -+ & t(Qu,g) = u.

Soit G une fonction de Green de © (cf. n°2 de [12, §11.2|). Si u est
général,

Nui = (d(0;G(z © w)))

est une forme différentielle de seconde espéce sur X, holomorphe en dehors

de poles doubles en les points de X, dont 'image n; dans H éR(X ) ne dépend

pas de u. De plus, t*wy, ..., t*wg, M, ..., 1y forment une base de HéR(X), ce

qui nous fournit un scindage de la filtration de Hodge (cf. [12, prop. I1.2.4]).
Si u est général, soit

Bu = *(dG(z © u)).

Si u et v sont généraux, 5, — B, est une forme différentielle de troisiéme espéce
dont le diviseur Div(8, — ) est X, — X,. De plus, les 8, — 5, engendrent
un supplémentaire de H°(X, Q') dans I'espace des formes différentielles de
troisiéme espéce [12, prop.I1.2.9]. Toute forme § de troisiéme espéce peut
donc s’écrire sous la forme 3 = % + Y n,B,, on B € HO(X, Q) est
uniquement déterminée, > n, = 0, et les u sont des points généraux de J
tels que Div(8) = > nyXy. On a alors (cf. [12, th.11.2.11]) :

g g
log7(8) = A"+ 3 nu Y Ni(whmy = 2+ > \(Div(B))m.
u =1 =1

48. On note @ l’addition sur J.
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Remarquons que G n’est unique qu’a addition prés d’un polynoéme de degré <
2 en les A;. Il s’ensuit que, si 8 est donnée, on peut choisir G de telle sorte
que B° = 0.

7.2.3. Fin de la preuve du th. 7.12. Soit donc v = (Un)nez € J. Le
groupe J est un Qp-espace vectoriel; on pose v, = ic,(p”"v), si n € Z.
Alors (U, )nen est une suite bornée de points de j, et on a 7;(0,) = v, pour
tout n.

Soit u € J général, tel que X,, C U;D(P;, 1)~ , et tel que u®w, soit général
pour tout n. Comme v, — 0 quand n — —oo, on a Xyg,_, C U;D(FP;,1)7,
si n > ng. Dans la suite, on suppose que 'on peut prendre ng = 0, et que
Ai(vg) est suffisamment petit pour que le reste du développement de Taylor
de GenzxOu

9
Gxzouop" -vw)—Glxou)+ Z 0;G(z © u)Ai(vy)
i=1

soit divisible par p>**2 sur Y5, pour tout n € N (c’est possible en remplacant

v par pNo, ce qui ne fait que tout multiplier par p, grace a [12, Lemme I1.2.6]
et au fait que \;(v,) = p"\i(vo).)

On note f, la forme de troisiéme espéce, de diviseur Xy q,, — X, dont
I'image dans J est #,. On a alors

B = Busw, — Bu+ BY, avec B3 € H(X,Q),

et donc

g
log (g, (v)) = p™log 7(Bn) = p" (B2 + Zx\i(vn)m), pour tout n € Z.
i=1

Comme p"\;(vy,) ne dépend pas de n, il en est de méme de p"BY et, quitte
a modifier G par un polynéme de degré < 2 en les \;, on peut supposer que
BY =0 pour tout n.

Si n > 0, le diviseur p*"Xyap, — Xugo_, — (0" — 1) X, est principal,
puisque p?" - (u ® vy) © (U B v_y) © (P — 1) - u = 0. Cest donc le diviseur
d’une fonction Fj,, rationnelle sur X.

Lemme 7.14. (i) II eziste f, € O(Ys) — {0} telle que f} = F,.
(ii) fn € f}@n(Y(s), et (fn)nen définit un élément de HY, (Ys, Zy(1)) dont
[tTmage dans J est v.
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Démonstration. On a

p2n U@vn_XuGvin_(an_l)Xu
= pn(anu@vn_XuGBvo_(pn_l)Xu) + (anueavo_X%Bv_n_(pn_l)XU)

Comme p" Xygv, —Xuaw, — (P —1) X, est principal, pour prouver le (i), il suf-
fit de prouver que la fonction F), de diviseur p" Xyav, —Xuawv_, — (0" —1) Xy,
est une puissance p”-iéme sur Ys. Or on a

log F}, = p"(G(z ©ubv) — Gz ou) — (Glzouop” - v) — Gz Ou)),

et notre hypothése sur le développement de Taylor de G en x © u implique
que log F! est divisible par p"*1, ce qui permet de démontrer le (i). De plus,
le diviseur de f, sur Y5 est p" Xygn,, ce qui prouve que f, € A, ,(Y5).

Le diviseur de Fy,41/F} est

p2n+1 (pXU@Un+1 *Xu@p.vnﬂ *(p*”Xu) - (Xu®p"+1vo *Xu)+p(XUEBp"'vo *Xu)'

n+1 n

(On a utilisé les formules p - vp11 = vy, Vo1 =D “vp et v, = p" - vp.)

Maintenant, pXuew, ,, —Xuepv,., —(p—1) Xy est principal et

Gz o (udp" ) — Gz ou) — p(G(l‘ O (ud®pv)) —Glx o u))

est divisible par p?"*3 sur Ys; pour les mémes raisons que ci-dessus. On

en déduit que Fy,,1/F} est une puissance p?"*l-iéme sur Y, et donc que
fn+1/ fn est une puissance p"-iéme. Il s’ensuit que ( f,, )nen définit un élément
de Hy (Y5, Zp(1)).

Enfin, p™"Div(f,) = Xugv, a pour image u & v, dans Pic(Yy), mais
comme u est dans le sous-groupe H de J tel que Pic(Ys) = J/H, cette image
est aussi vy, ce qui permet de conclure. O

Revenons a la démonstration du théoréme. On a Cﬁf—: =p"B, —p "B_y,
et comme

9
p "Bn = p " (*dG(zoucp™vg)—*dG (zOu)) = — Z Ai(vo)nu,; mod p",
i=1

on voit que %’f tend vers -7 | Xi(v0)nu,, et donc :
g

dlog((fn)neN) = Z Ai (UO)nu,i

=1
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g

mar © dlog((fu)nen) = D Ai(vo)n; = log5(tc, (v))
=1

On en déduit la commutativité du diagramme dans le cas de ic, .

Pour traiter le cas de tB,,, on pose U, dr = (B, (P ") €t vy dr =
77 (Unar) On a donc 6(v, qr) = Upn et 0(vpar) = vn. Ensuite, on définit
Bn,ar comme étant Bugy, . — Bu en ayant choisi G pour que l'image de
Bn,dr dans J (B dR) soit Uy, qr. Alors

g

log 7(tB .y (V) = P" Z Xi(Vnar)ni, pour tout n € Z.
i=1

On définit F,, gr par Div(F, gr) = pQ”Xu@%dR — Xudv_nar — (p*" —1)X,, et
on prouve en reprenant la démonstration du lemme 7.14 que Fj, qr = ff: ndR

(alors f, ar est un relevement de f,). Enfin, le méme calcul que ci-dessus

montre que %”:: tend vers > 9_, Ai(vo.ar)nu: et donc que son image dans

H(}R(ng) est > 7 Ai(vo,ar)mi = log7(tByy (v)), ce que I'on voulait. O
8. Cohomologie des courbes non propres, sans bord

Soit Y une courbe non propre, sans bord. Le th. 8.1 ci-dessous décrit
la cohomologie proétale p-adique en termes du complexe de de Rham et
de la cohomologie de Hyodo-Kato et, dans le cas ou C' = C,, le th. 8.12
compare la cohomologie de Hyodo-Kato et la cohomologie proétale f-adique
pour ¢ # p. Dans le §8.4, on explique un autre point de vue, utilisant la
géométrie rigide comme dans [10], pour dévoiler les « structures cachées sur
les courbes p-adiques ».

8.1. Cohomologie proétale p-adique

Théoréme 8.1. Si Y est une courbe non propre, sans bord, on a le dia-
gramme commutatif fonctoriel de fréchets suivant :

0= O(Y)/C = Hypogy(V: Qp(1)) —= (B ¢ Hilge (V) =057 =0

H \L \L9®LHK
d

0—= O QYY) HL(Y) 0

dans lequel les lignes sont exactes et les fleches verticales sont d’image fermée.
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Démonstration. On peut écrire Y comme, au choix, une réunion croissante
stricte d’affinoides Y,, ou d’affinoides surconvergents YnT . Le théoréme se
déduit donc, par passage a la limite projective du th. 6.32 ou du th. 7.6 (on
a R'lim €0(Y,,) = 0 d’aprés le théoréme de Kiehl).

L’image de v : (B} ® Hj (Y))V=0¢=P — H1.(Y) est fermée car v est
la limite projective des 7, : (BZ @HEK(YJ))NZOWZP — Hle(YnT) dont les
images sont fermées comme nous 'avons déja vu. Il en résulte que I'image

de H}:1>roét(Y: Qp(l)) — Ql(Y) est fermée. 0

Remarque 8.2. (i) En passant a la limite dans le (ii) du th.6.14 ou dans
le cor.7.3, on prouve que H éR(Y) admet une filtration dont les quotients
successifs sont :

Hig(Y) = [ H'(T,C) — [Liex Hip (V) — HX(T,C)* ],

ounI'=T2"(Y) et ¥ =X(Y).

(ii) En passant a la limite dans le (ii) de la rem. 6.22 ou dans la prop. 7.4,
on prouve que HlliK (Y') admet une filtration stable par ¢ dont les quotients
successifs sont :

Hi (V) = [ H'(T,C) — [Lies Hou(YVs") — HA(T, C)* (-1)].

L’opérateur de monodromie s’obtient par passage a la limite et est aussi celui
obtenu via la rem. 1.6.

(iii) En passant a la limite dans le (i) du th.6.21, on en déduit un iso-
morphisme

vk C @ Hipe(Y) = Hip (Y).
8.2. Fibre spéciale d’une courbe sans bord

Soit Y une courbe sans bord. On va définir ce qui correspond « a la
fibre spéciale du modéle semi-stable minimal de Y ». Comme une courbe
analytique n’a pas forcément de modéle semi-stable minimal, la définition
qui suit est un peu ad hoc, mais a la vertu de fournir un objet sur lequel
AutcY agit (et méme AutgY siY est définie sur K). L’idée est de partir de
la fibre spéciale de n’importe quel modéle semi-stable de Y et de contracter
tous les P! contractibles. Ce faisant, on peut tomber sur un point, ce qui
demande de modifier un peu la notion de courbe marquée du n° 2.4.1.
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8.2.1. Courbes marquées. Soit X une courbe sur k¢ (i.e. une réunion
dénombrable, localement finie, de courbes irréductibles, ou bien un point ou
un « point double »). Si X n’est pas un point ou un point double, un point
marqué sur X est un couple (P, u(P)), ou P € X (k¢), et la multiplicité pu(P)
de P est un élément de?? R% LI {oo}.

Une courbe marquée (X, A) est une courbe X munie d’un ensemble A de
points marqués. Une courbe marquée (X, A) est semi-stable si :

e X est a singularités nodales,

e les composantes irréductibles de X sont propres et ne comportent qu’un
nombre fini de points marqués,

e les points singuliers de X sont marqués et leur multiplicité appartient
aQr.

Elle est stable si elle est semi-stable et si, de plus, aucune composante
connexe de X n’est un P! avec 0, 1 ou 2 points marqués.

8.2.2. Contractions de P!. A partir d’une courbe marquée (X, A) semi-
stable, on fabrique une courbe marquée stable, en contractant tous les P!
ayant 0, 1 ou 2 points marqués (comptés avec multiplicité) :

e Si un P! n’a pas de point marqué ou a un unique point marqué qui
est lisse, c’est que la courbe est réduite a ce P!, et quand on le contracte on
obtient un point

e Siun P! a un unique point marqué qui est singulier, quand on contracte
le P! le point marqué devient un point lisse (que 'on démarque) si ce point
est le point d’intersection avec une autre composante irréductible ou bien le
P! devient un point double si ce P! a de I'autointersection.

e Si un P! a deux points marqués P; et P, on marque le point ) obtenu
en contractant le P! en posant®® u(Q) = u(Pr) + u(Py).

Remarque 8.3. (i) Les régles précédentes sont dictées par ce qui se passe
si on a deux triangulations S et S’ d’une courbe analytique Y, telles que
S’ = SU{sg}. On passe de la fibre spéciale de Yg a celle de Yg en contractant
le P! correspondant & sq et il y a deux cas : soit sg est de valence 1 sur I'(S”)
et on obtient I'(S) a partir de I'(S”) en retirant sg et 'aréte qui part de so,
soit sg est de valence 2, et on obtient I'(S) & partir de I'(S”) en retirant sg
et en fusionnant les deux arétes partant de sp en une seule (dont la longueur
est la somme des longueurs des deux arétes). Il suffit alors de traduire ce

49. Comme nos courbes sont sans bord, leur fibre spéciale n’a pas de points de
multiplicité 0F.
50. Avec la convention a + 0o = oc.
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qui précéde en utilisant le fait que I'(S) et I'(S’) sont les graphes duaux des
fibres spéciales de Yg et Yg: pour obtenir les régles ci-dessus.

(ii) Pour trianguler une couronne correspondant & une aréte non relative-
ment compacte de I'**(Y'), il faut une infinité de sommets et dans I'opération
ci-dessus il peut y avoir une infinité d’opérations a faire, ce qui demande de
passer a la limite dans certaines multiplicités.

(iii) Une fois tous les P! contractés, on obtient une courbe stable ou
un point (double, par convention, si le P! que I'on contracte a un point
singulier).

8.2.3. Fibre spéciale. Si Y est une courbe sans bord, on définit la fibre
spéciale Y®P de Y comme étant la courbe stable obtenue & partir de la fibre
spéciale du modéle semi-stable associé & n’importe quelle triangulation S
de Y. (Le résultat ne dépend pas de la triangulation car, deux triangulations
S1, So étant données, on peut trouver une triangulation S5 plus fine que S
et 59, et les courbes stables obtenues & partir de S7 et S5 sont isomorphes &
celle obtenue & partir de Ss.)

Les composantes irréductibles de Y sont les Y¥, pour s € X(Y). Si
Y(Y) = @, on est dans un des cas suivants :

e Y n’est pas une courbe de Tate et Y*P est un point.

e Y est une courbe de Tate et Y®P est un point double.

8.2.4. Fonctorialité de la fibre spéciale. Soit f : X — Y un mor-
phisme de courbes analytiques (non constant). Si S et 7" sont des triangu-
lations de X et Y telles que S D f~1(T), et si Xg et Y7 sont les modéles
semi-stables de X et Y associés a S et T, alors f se prolonge, de maniére
unique, en f : Xg — Y7 ; on note fy : X;p — Y;p le morphisme induit sur
les fibres spéciales.

Théoréme 8.4. Si f : X — Y est une morphisme de courbes analytiques,
il existe un unique morphisme de courbes fP : X — Y*P tel que, pour
toutes triangulations S et T de X etY telles que S D f~1(T), le diagramme
suwivant soit commutatif :

fo
X;«p Y;P

|

Xsp_L . ysp

(Les fléches verticales sont celles obtenues en contractant tous les P! contrac-
tibles.)
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Démonstration. Cela résulte de ce que 'image d'un P! privé d’un nombre N
de points est un point ou bien un P! privé d’un nombre < N de points : ceci
implique que l'image d’un P! contractible sur X;p est un point ou bien est
contractible sur Y7". Il s’ensuit que, si S et 7" sont fixés, il existe f¢7 unique
faisant commuter le diagramme.

Pour montrer que f;f’T ne dépend pas de S et T, il suffit, si 51,5 et
11,75 sont des triangulations de X et Y, de considérer une triangulation 73
de X, plus fine que 717 et T5, et une triangulation S3 plus fine que 51,52 et
f~H(T3), et de constater que f;?,Tl = fgS,Ta = ;I;TZ. O

En appliquant le th. 8.4 a Y = X, on en déduit le résultat suivant.

Corollaire 8.5. Le groupe Autc(Y) agit naturellement sur Y=P.

8.2.5. Les groupes Wy et WDy . Soient K une extension finie de Q,,
q = |kk| et C = C,. SiY est définie sur K, alors Gi agit sur AutcY par
conjugaison, et le groupe AutgY, qui agit naturellement sur Y*P, est un
produit : AutgY = G x (AutcY)ox.

Le frobenius géométrique ¢ agit, lui aussi, sur Y*? comme sur toute va-
riété de caractéristique p. Il en résulte que le sous-semi-groupe Autg (Y) x N
de Autg(Y) x % agit sur Y*P. Il agit donc aussi sur le corps k¢ des
constantes, et on note W}t le sous-semi-groupe de Autx (YY) x N des élé-
ments agissant trivialement sur ko, et Wy le sous-groupe de Autg (Y) x p?
engendré par Wgﬁ
Remarque 8.6. (i) Le groupe de Weil W de K est le sous-groupe de Gg x pZ
des (g, ") agissant trivialement sur ko = F,. La projection Gx x ¢% —
@? 5 Z définit une fonction degré deg : Wx — fZ, ot ¢ = p/, et la
projection G X apz — G g fournit une injection ¢ : W — G : un élément
g de G est de la forme ¢(7y), avec 7 € Wi si et seulement si il existe n € Z
tel que g agisse par x +— xP" sur Fp, et alors degy = —n.

(ii) Par construction, on dispose d’applications naturelles

deg: Wy 5?2 5 Z et 1: Wy — Autg (Y),

dont les restrictions & W C Wy sont les applications ci-dessus. On a Wy =
Wik x (AutcY)%x | et comme W est dense dans G, on en déduit que Wy
est dense dans AutgY .

On note WDy le groupe algébrique produit semi-direct de G, et Wy, le
produit étant donné par (A, g1)(Aa, g2) = (A1 4+ p389 Xy, g1g0), si A, Ao €
G, et 91,92 € Wy. Le sous-groupe de WDy engendré par Wg et G, n’est
autre que le groupe de Weil-Deligne WD g de K.
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Si L est un corps, une L-représentation de WDy est une représenta-
tion du groupe de ses L-points, et est équivalente & la donnée d’une L-
représentation de Wy et d’un opérateur N tel que Ng = pd®9gN. Une telle
représentation est dite lisse si tout élément est fixé par un sous-groupe ouvert
du groupe d’inertie I (naturellement un sous-groupe de W C Wy).

Si Ly et Ly sont des corps et si Vi et Vo sont des représentations lisses
de WDy sur Ly et Lo, on dit que V7 et Vo sont similaires si elle deviennent
isomorphes aprés extension des scalaires & un corps contenant L et Ls.

8.2.6. Lissité de l’action de Autg(Y). On suppose X(Y) # @.

Théoréme 8.7. Si g € Autc(Y) agit trivialement sur YSP, alors g agit
trivialement sur Hip (V).

Démonstration. On utilise la description de la rem. 8.2. Comme X(Y) # &,
le graphe I' = I'*(X) est le graphe dual de Y*P; il est donc fixe par g,
puisque g agit trivialement sur Y°P. Comme g fixe I'; il agit trivialement sur
HY(T,C) et sur HL(T', C)*, et il suffit donc de prouver qu’il agit trivialement
sur H éR(YsQ), si s € . Autrement dit, on est ramené au cas ou Y est propre
et a bonne réduction.

On peut recouvrir Y*P par des ouverts U; étales au-dessus de la droite
affine (et donc munis de z; € O(U;) tel que dz; ne s’annule pas sur U;), et
utiliser le recouvrement de Y par les tubes |U;[ des U; pour calculer H) (Y).
Cela permet de se ramener au cas d'un affinoide X muni de z € 07 (X) tel
que 0 = d% soit une dérivation de 7 (X) (pour globaliser, on a aussi besoin
de savoir que H'(Y,C) = 0, ce qui suit de ce que toutes les intersections des
|U;[ sont non vides et donc que le nerf du recouvrement est un simplexe).
L’hypothése selon laquelle g fixe la fibre spéciale implique qu’il existe r > 0
tel que g*z — 2z € p" 0 F(X). Il s’ensuit que, si w € Q1(X), alors g*w —w est la
différentielle de ), -, Lo (£)(g*z — 2)™, et la série converge dans 0(X)
car, si pNV & € 01(X), alors pV 10" 1(£) € Lo (X) (pour prouver ceci, il
suffit de vérifier que c’est vrai en restriction a toute boule résiduelle, i.e. au
tube |P[ d'un point P de la fibre spéciale, et cela suit de ce que z — z(Fp)
est un parameétre local de | P[ pour tout choix de Py €]P]). Ceci prouve que
g agit trivialement sur H éR(X ) et permet de conclure. O

Remarque 8.8. Si X(Y) = @ et si Y n’est pas une courbe de Tate, alors
HI:(Y) = 0 et le résultat est encore vrai. Si Y est une courbe de Tate,
il faut convenir que la multiplication par —1 n’agit pas trivialement sur le
point double Y*®P si on veut que le résultat reste valable.
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8.3. Cohomologie (pro)étale ¢-adique

Soit Y une courbe sans bord et soit I' = I'**(Y"). Alors Y est une réunion
croissante d’affinoides Y, et Hémet(Y, Q(1)) = lim H} (Yn,Qe(1)) (on a
Hpmet( s Qe(1)) = H} (Yo, Qu(1)) puisque Y, est un affinoide) ; la limite ne
depend pas du choix des Y,, car deux tels systémes sont cofinaux. Comme
les H} (Y, Qe(1)) sont des banachs, (Y,Qe(1)) est naturellement un

frechet

proet

Théoréme 8.9. Si ¢ # p, le groupe pmet(Y Qu(1)) admet une filtration
naturelle dont les quotients successifs sont donnés par :

le)roét(Y¢ Qf(l)) = [Hl(rv QE)(l) - HSEZ(Y) Hélt(yv& Qf(l))O - Ijlc1 (F) QZ)*]

Démonstration. C’est un résultat classique [20, 5.2.5] ou [19]; il se déduit du
th. 6.3 par passage a la limite. O

8.3.1. De la fibre spéciale a la fibre générique. On suppose que Y est
définie sur une extension finie K de Q, et donc H;met(Y7 Q(1)) est muni
d’une action de AutgY.

o L’action de WDy sur Hll)roét(YSP, Q/(1)), £ # p. — La fibre spéciale Y*P
de Y est munie d’une action de Wy et donc sa cohomologie (log)proétale
f-adique aussi. En tant que Qg-espace vectoriel, on a

HY ot VP, Qu(1) = H'(T, Q) () &[] H&(YEP, Qu1) & HAT, Q)"
seX(Y)

cette décomposition étant la décomposition par les poids de frobenius. L’ac-
tion de Wy respecte chacun des trois espaces ci-dessus : Wy agit sur Y*P et
donc aussi sur I et, par suite sur H} (T, Q,)* et HY(T', Q) (cette action est
d’ailleurs obtenue par extension des scalaires d'une action sur H!(I', Q)* et
HY(T,Q)). L’action sur [Liesory HZ (YsP, Q1)) est un produit d’induites :
si S est un systéme de représentants de X(Y') modulo I'action de Wy, et si
W est le stabilisateur de s € S dans Wy, alors

[T H&:®,Qu(1) = [ (Indr HE (VP Qe(1))).

seX(Y) ses

On peut naturellement enrichir cette action de Wy en une action de WDy
en définissant N par la recette habituelle (rem. 1.6).
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o La recette de Fontaine. — La description ci-dessus, combinée avec le th. 8.9,
montre, en utilisant le fait que

Hy (Y3P, Qu(1)) = Hg (s, Qe(1))o,
que Hrl)mét(Y, Q1)) = H;roét(YSp,Qg(l)) en tant que Q-espaces. Mais
on a bien mieux : les actions de AutgY et WDy sur H;roét(Y, Qu(1)) et
H! (Y Q1)) se déduisent l'une de ’autre (th. 8.11 ci-dessous). Rappe-

lorplrsozue, si V est une Qy-représentation de AutxY’, on peut lui associer une
représentation WD(V') de WDy par la recette suivante (de Fontaine [23]).
e On choisit des systémes compatibles ((sn )nen €t (pl/ ) nen de racines
£"-iémes de 1 et p.
e On note :
o Xx¢ : Gxg — Z} le caractére cyclotomique : g((pn) = C)ﬁf(g), sin €N,

csN 1/en
o cp: Gg — Zy le cocycle de Kummer associé a p : % = Zf(g).

e On fait agir AutgY sur Qglu| & travers son quotient G qui agit par

g(u) = X7 (9)(u + ce(9)),
et on munit Q[u] de I'action triviale® de ¢ et de la dérivation N = L.
Ona Nog=xe(g9) 'goN,sige AutgY (et donc Nog=pi9go N, si
g c Wy).
e On pose alors

WD(V) = liny o (Qufu] @ V)™

C’est une représentation de AutgY (agissant diagonalement) munie d’ac-
tions de ¢ (triviale) et N via leurs actions sur le premier facteur. En re-
streignant Paction de AutxY x ¢Z a Wy cela fournit une Q-représentation
de Wy (car N og = p¥9g o N sur Qqlu], si ¢ € Wy), qui est lisse par
construction.

Si V' est une limite projective l&ln V, de représentations de dimension
finie V;,, on pose WD(V) = Hm WD(V,).
Remarque 8.10. Dans les deux cas, on retrouve V' (ou plutdt sa restriction
au sous-groupe dense Wy de AutgY’) a partir de WD(V') par la formule

V = (Qelu] @ WD(V))*;

51. L’action de ¢ est triviale sur la cohomologie étale f-adique car c’est I'identité
sur les espaces topologiques. Il n’en sera pas de méme pour la cohomologie de
Hyodo-Kato.
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il est donc équivalent de se donner V ou WD(V).

Théoréme 8.11. Si{ # p, on a une identification de WDy -représentations :
WD(lenroét(Y7 Q@(l))) - H;roét(yspy Qé(l))

Démonstration. Cela suit, par passage & la limite, de ce que, en tant que
représentation de Wi, on a HJ s (Ys, Qe(1))o = Hg (Y5, Qe(1)) (on est
dans le cas de bonne réduction), et de la formule « de Picard-Lefschetz »

(rem. 6.5). O

8.3.2. Comparaison entre les cohomologies étales p-adique et /-
adique. On suppose encore que Y est définie sur une extension finie K

de Q.

Théoréme 8.12. Les représentations de WDy sur Héroét(YSp, Q(1)), pour
0+£p, et sur Hi (Y)(1), sont similaires.

Démonstration. La filtration de la rem. 8.2 pour Hj (Y) admet un scindage
naturel par les poids comme Hg)mét(YSp, Qy), et ce scindage est stable par
Wy . 1l suffit donc de prouver que chacun des termes fournit des représenta-
tions similaires de Wy et que les opérateurs de monodromie sont les mémes.

Sur les parties de la cohomologie ne dépendant que du graphe, c’est clair
puisqu’elles sont obtenues, par extension des scalaires, & partir d’une méme
Q-représentation. En particulier, les deux opérateurs de monodromie sont
les mémes.

Il reste & vérifier que 'action de Wy est la méme des deux cdtés sur le
reste. Pour cela, choisissons un systéme (Ys¥)ses de représentants de com-
posantes irréductibles de Y*P modulo I'action de Wy (notons que Wy agit
sur les composantes puisque ¢ les laisse stables). Si s € S, on note W le
stabilisateur de Ys?. Alors l'action de W, sur HY (Ys¥, Qq) et HL. (YsP) se
factorise a travers End(Jy), ou Js est la jacobienne de YSP, et on conclut en
utilisant le fait que HZ (YSP, Qg) et HL, (YsP) sont similaires en tant que

représentations de End(Js). O
8.4. Une décomposition de la cohomologie de de Rham

Dans tout le reste de ce chapitre, on suppose que C' = C,,. Cela permet
d’utiliser I'intégration sur les courbes (|6, 9]) qui repose sur le fait qu'une
puissance de frobenius devient linéaire, ou [12| qui repose sur le fait que
J(C)/H est de torsion si J est la jacobienne d’une courbe et H est un sous-
groupe ouvert de J(C)).



Cohomologie des courbes analytiques p-adiques 637

Le but de ce § est de faire le lien avec le point de vue de [10] pour la dé-
finition des groupes de cohomologie de Hyodo—Kato. Nous allons définir des
sous-groupes Hip (Y)int, HL (Y, Cp), Hig (Y )iog.z de Hiz (Y) (les deux pre-
miers ne dépendent de rien mais le tr0181eme dépend du choix d’une branche
du logarithme ou, ce qui revient au méme, de £ =logp € C,) et de prouver
le résultat suivant.

Théoréme 8.13. Si Y est une courbe analytique connexe sans bord, on a
une décomposition fonctorielle

Hig(Y) = Hig(V)ine @ Hp, (Y, Cp) D Hig (Y )iog, #

et des isomorphismes fonctoriels
H,,(Y,Cp) = Hl(Fa“(Y) Cp) HdIR(Y)logf = H,(I*"(Y), Cp)*
1nt H I‘lg Ysp/ﬁc )

seX(Y

Remarque 8.14. (i) On peut écrire un affinoide surconvergent comme une
limite projective de « wide opens » pour lesquels le th. 8.13 s’applique. On
en déduit un scindage (dépendant de .Z’) de la filtration du (ii) du cor. 7.3.

(ii) La dépendance de ce scindage par rapport au choix de .Z fait inter-
venir I'opérateur de monodromie N sur H} (V) (cf. prop. 8.18).

8.4.1. Découpage associé a une pseudo-triangulation. Soient S une
pseudo-triangulation fine de Y, et A 'ensembles des arétes de I' = I'(S). On
fixe une orientation de I'. A partir de .S, on fabrique un découpage de Y en
couronnes analytiques (fibres génériques rigides de jambes) et affinoides avec
bonne réduction (fibres génériques rigides de shorts). On pourrait reconsti-
tuer Y en recollant ces morceaux le long de cercles fantomes analytiques — en-
core appelées couronnes d’épaisseur nulle, ’anneau des fonctions analytiques
sur un tel objet est ’anneau de Robba li_n>qr>0(l'&nse}o’r] O{s <wvp(z) <r}))

— mais on va plutot recouvrir Y par des pantalons®? se recollant le long de
couronnes ouvertes.

Si a € A, notons Y, la couronne (i.e. la fibre générique d’une jambe)
correspondant a a et, si s € S, notons Yy I'affinoide correspondant & s, et Z;
le sous-espace analytique correspondant & 1’étoile de sommet s; on a donc
Zs \Ys = Ugea(s)Ya- Alors Zs est un pantalon, et Z; = Y, U (uaeA(s)Ya)

52. Un « basic wide open » dans la terminologie de Coleman, i.e. le complé-
mentaire d’un nombre fini de boules fermées dans une courbe propre ayant bonne
réduction.
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est son découpage en (fibre génériques rigides de) short et jambes. Les Z;
forment un recouvrement de Y, et comme S est supposée fine :

o 7, N Zs, est vide ou est une couronne ouverte Y,, avec a € A, si
S1 ?é 52,

o Z,, NZs,NZs, =D si sy, 82,53 sont deux & deux distincts.

On peut utiliser ce recouvrement pour calculer la cohomologie de de
Rham de Y a la Cech. Un 1-cocycle est une collection

((w5)8657 (fa)aGAc)v avec ws € Ql(Zs); Ja € ﬁ(ya); et df, = Wsy(a) =~ Wsy(a)s

pour tous s € S et a € A.. Un 1-cobord est un 1-cocycle de la forme

((dFS)8657 (FSQ(G/) - Fsl(a))aeAc)a avec Fy € ﬁ(Zs)a

pour tout s € S, et Hin(Y) est le quotient du groupe Z1g (S) des 1-cocycles
par celui Bl (S) des 1-cobords.

Cette description de H CllR(Y) permet d’introduire un certain nombre de
sous-groupes naturels.

8.4.2. Résidus. Si D est un disque ouvert, Hiz (D) = 0, et si Y est une
couronne ouverte généralisée {a < wvy(2) < B}, alors Hiz(Y) est un Cp-
espace de dimension 1, engendré par la classe de %. En particulier, si a € A,
H}: (Y,) est un Cp-espace vectoriel de dimension 1 muni d’une base naturelle
(au signe prés; le signe est déterminé par I'orientation de a). Si w € Q(Y,),
on définit le résidu Res,w de w comme la coordonnée de I'image de w dans
cette base de H}g (Ya).

Sisc S, etsiac A(s), on définit le résidu Res(w,a) de w € QY(Zy)
en a comme celui de sa restriction a Y;. La fonction Res(w) : A(s) — C,
ainsi définie est dans le noyau de 0y : Cﬁ(s) — C]}{,S}. Plus précisément, si
on compactifie Z, en une courbe propre Z, en recollant des boules ouvertes
D, le long des couronnes Y, pour a € A(s), alors Zs et les D, forment
un recouvrement de Z,, ce qui fournit le diagramme commutatif, & lignes
exactes, suivant :

Q(Z)D( & 2'(Da) — & 2'(Yo) = H(Z:,Q")—0
a€A(s) a€A(s) \LZ

¢ ¢Res N
Res A(s s s
Hiq(Z,) c,® i 0
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8.4.3. Formes localement log-exactes. Une forme w € Q'(Z;) est log-
ezacte si on peut Pécrire sous la forme dfy + Y ;_; )\i%, avec fo € O(Zs)
et fi € O(Zs)*, si 1 < i < r. Elle est Q-log-ezacte si elle est log-exacte
et si on peut prendre les \; rationnels dans la décomposition ci-dessus (ce
qui équivaut a ce que Res,w € Q, pour tout a € A(s)). On note Qllog(Zs)
le sous-espace de Q1(Z;) des formes log-exactes, et Hlip(Zs)iog Vimage de
Qllog(Zs) dans HJg(Zs). On a alors un isomorphisme
HiR(Z)og = Ker[07 : C2) — i

découlant du lemme. 8.15 ci-dessous.

Lemme 8.15. Si ¢ € Ker (97 : ZAG) Z{S}), il existe M € N et f €
O(Zs)* tels que Res(%) =M¢o.

Démonstration. On peut compactifier Z; en une courbe propre Z en recol-
lant des boules ouvertes D, le long des Y, via le choix d’'un paramétre local
Ty, de Yy, de telle sorte que D, = {v,(13) > 0} et Y, = {u(a) > vp(T,) > 0};
on note P, le centre de D,.

Soit J la jacobienne de Z§> . Choisissons ag € A, et notons P, le centre
du disque D,, et ¢ : Z¥ — J I'application P + (P — P,,). Le sous groupe H
de J(C,) engendré par +(Dy, ), ott D), = Dg, \Yq,, est ouvert ; on en déduit,
car J(F)) est de torsion, que J(C,)/H est de torsion. Il existe donc M € N
et des Q; € D), tels que M (Y, ¢(a)u(Py)) + >~ (@) = 0. Mais alors
M (Y en®(a)(Pa— Puy)) + > £(Qj — Pa,) est un diviseur principal et la
fonction f € Cp(Z2)* dont c’est le diviseur a les propriétés voulues. O

Un 1-cocycle ((ws)ses, (fa)aca.) € Zig(S) est localement log-ezact si

wg € Qllog(ZS) pour tout s € S. Il est globalement log-exact s’il existe f €

O(Y)* tel que ws = % pour tout s € S, et f, = 0 pour tout a € A.. On note
Hlp (Y)iog Iimage dans Hz(Y) des 1-cocycles localement log-exacts.

8.4.4. Cohomologie analytique. Coker [8 : Cg — C;‘C} s’identifie na-
turellement & un sous-espace de HéR(Y)log (sig e C;lC, on peut lui associer
le 1-cocycle ((ws)ses, (fa)aca,), avec ws = 0 et fo = ¢(a), qui est triviale-
ment localement log-exact ; ce cocycle est un cobord si et seulement si ¢ est
dans 'image de 9. Plus conceptuellement, si on note H. (Y, C,) le groupe
de cohomologie analytique, on a

Coker[0: C) — C/<| = H'(T',C,) = H,(Y,C,).
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Si w € HIz(Y), on note Res(w) € C;‘ la fonction a — Res(w,a), ou
Res(w, a) est le résidu de la restriction de w & Y. On a

Res(w) € Ker[0* : Cgl — Cﬁ] = HXT,Cp)*¥,
et Res induit une suite exacte

0— HY(T,Cp) = Hig(Y)ieg — H.(T',Cp)*.

8.4.5. log 4-cobords. Choisissons une branche log o du logarithme (log &
est la branche du logarithme définie par log, p = .£). Un 1-cocycle loca-
lement log-exact est un log o -cobord s’il existe Fi, pour s € S, de la forme
Fo= foo+ > i1 Nilogy fsi, avec fso € O(Zs), foi € O(Zs)* sil <i<r,
telles que l'on ait ws = dFs et f, = Fy,q) — Fy, (o) Pour tous s € S et
a € A.. On note H éR(Y)log, o le sous-espace de H CllR(Y)IOg engendré par les
log -cobords.

Proposition 8.16. Res induit un isomorphisme
Res : Hig(Y)iog.e — Ker0* = HX(T, Cp)*.

Démonstration. 1l résulte du lemme 8.15 que l'on peut trouver ws de la
forme ), /\i%, avec f; € O(Zs)* dont le résidu est ¢4(5)- On obtient
un log o-cobord dont la restriction du résidu a A \ A, est ¢ en faisant la
somme des (ws, (Fs,a)aEAc(s)) ou, si a € Ac(s), Fsq est la restriction a Y,
de £, A\iloggy f; suivant que sa(a) = s ou si(a) = s : cela marche car

Fo)a = Fsi(a),a € 0 (Y,) bien que ni Fy,(a),a 0 Fy (q),, ne soient holo-
morphes sur Y, a priori. [l

8.4.6. Formule « de Picard-Lefschetz ».

Remarque 8.17. (i) La prop. 8.16 prouve que H}g(Y)iog = HX (T, Cp)* est
surjective et fournit un scindage (dépendant de .Z’) de la suite exacte

0— H'T,Cp) = Hig(Y)iog — HX(T,Cp)* — 0.

(ii) L’application ay : Hig(Y)ieg — H'(I',Cp) qui se déduit de ce
scindage est la suivante. Soit ((ws)ses, (fa)acAa,) un 1-cocycle localement log-
exact. Il existe une primitive Fy de w, sur Z; de la forme fo + >, A;logy fi,
avec f; € O(Zs)* (bien définie & addition d’une constante prés). Si a € A,



Cohomologie des courbes analytiques p-adiques 641

alors cq = fo — (Fis,(a) — Fs,(a)) €St une constante, et (cq)aca, définit un
éléement de HY(T", C,) = Coker 9, ce qui fournit une application

ag i Hig(Y)iog — H'(T, Cp)

qui est 'identité sur H'(I', C,) de maniére évidente.

Proposition 8.18. (i) Si £, % € C,, alors
g, (W) =ag W) = (£ - 2) Ny(Res(w)).

(ii) Si f € O(Y)*, alors NN(RGS(%)) =0.

Démonstration. Soit a € A.. On peut trouver des fonctions z,;, pour i =
1,2, méromorphes sur Yy, (), holomorphes sur Yy, telles que vz, (xa4) =0,
et Tq1%q2 = O, avec vp(agq) = p(a).

Si Res(w, a) = k, alors

Fsl(a) = Hlogg .’L‘a71 + Gl et FSg(a) = —mlogg Lq, + G2

sur Yo, ot G, Ga € O(Y,), et done F, () — Fly, (o) = —klogy aa + G2 — G1,
puisque 41242 = 4. La formule logy, oy = logy ag + (L2 — £1)u(a)
permet de prouver le (i).

Si ((ws)sess (fa)aca,) = % est globalement log-exacte, on peut poser
F; =logy f, pour tout s, ce qui prouve que

ay () =0,

N

pour tout .Z, et permet de déduire le (ii) du (i). O

Remarque 8.19. (i) HL,(Y,C,) a une Q-structure naturelle (i.e. H} (Y, Q))
qui coincide avec la Q-structure naturelle sur Ker 9. De méme, H éR(Y)log, @
a une Q-structure naturelle fournie par les log o,-cobords qui sont localement
Q-log-exacts, et cette Q-structure coincide avec la Q-structure naturelle sur
Ker 9*. La formule définissant N, montre que N, respecte les Q-structures.

(ii) Pour une formule du méme genre, dans le cas propre, cf. Mieda [40].

8.4.7. Cohomologie de de Rham intérieure. On définit la cohomologie
de de Rham intérieure de Zs comme le sous-groupe

HéR(ZS)int = Ker [HAR(ZS) — @aeA(s)HéR(Ya)]-
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Ce groupe s’interpréte aussi comme la cohomologie rigide de Ys' : on note

YSP* 1a courbe YaP munie de la structure logarithmique induite par YSP
g q p

et juste Y3P la méme courbe avec la structure logarithmique triviale. On a

alors [28] des isomorphismes

Hyig (Y2 /08,) = Co@ry Hyig (Y7 ) OF,),  Hiig(YP/0c,) = Cp®r, Hig(Ys® ) Ox,)
et le diagramme commutatif suivant dans lequel les lignes sont exactes (la

premiére ligne est juste la suite de Gysin) :

rig rig

I T

0 H&R(Zs)int —— HéR(ZS) 8 CpA(S) Cp{s} 0

0= Hyyo(YsP/Oc,) = Hyyg(YSP™ /05,) = @ Hyig(Pa/Oc,) = Hi,(YSP/Oc,) =0

(cf. |28] pour le second isomorphisme vertical, le premier est fourni par la
commutativité du diagramme).
On a une décomposition :

Hig(Zs) = Hig(Zs)int ® Hig(Zs)iog,

conséquence directe de 'exactitude de la seconde ligne du diagramme et de
I’isomorphisme

HéR(Zs)log = Ker [8: : CpA(S) N Cp{S}] )

Lemme 8.20. Si Y est un pantalon, et si f € O(Y)* vérifie Res(%) =0,

alors % est exacte : il existe g € O(Y) tel que dg = %

Démonstration. Découpons Y en un short Y et des jambes Y, pour a € A.
Comme Res(%) = 0, cela signifie que v,(f) est constante sur chacune des
couronnes, et donc le minimum est atteint sur Y, et donc v, (f) est constante.
Comme on peut diviser f par une constante, on peut supposer qu’il existe
zo € Ys(C) tel que f(xp) = 1, et alors vz(f) = 0 sur tout sous-affinoide Z
deY.

Si 0 < § <inf, pu(a), et si Y, est la couronne 0 < vp(z,) < p(a) (recollée
a Y, le long du cercle fantéme en vy(z,) = 0), on note Y; Iaffinoide réunion
de Y et des couronnes 0 < vp(a) < p(a) — 9. Alors d(Ys,0Y) > 4§, et donc
vy;(f — 1) > 9 (prop.2.9) puisque xg € Y5 et f(zo) = 1. Il s’ensuit que la
série définissant log f converge dans &(Yy) et, ceci étant vrai pour tout d,
que log f € O(Y). On a alors % = d(log f), ce qui permet de conclure. [
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La théorie de l'intégration de Coleman fournit un plongement naturel
de la cohomologie intérieure des Z, dans Hlp(Y). Soit sy € S, et soit
w € QY(Zs,). Une branche log, du logarithme étant fixée, l'intégration de
Coleman permet de définir une primitive F,, de w sur Zg,, localement analy-
tique (pour la topologie p-adique, pas pour la rigide), uniquement déterminée
& addition prés d’une constante. De plus cette intégration est fonctorielle, et
stw=dfo+ > A % est log-exacte, alors I, = fo + > .. Nilogy fi (2
constante prés). En particulier, il résulte du lemme 8.20 que w définit une
classe de cohomologie intérieure si et seulement si F}, est holomorphe sur Y,
pour tout a € A(sp) (dans ce cas F,, ne dépend pas du choix de .Z, et w;s est
exacte si et seulement si F}, est holomorphe sur Yj).

Ceci permet, si w € H)g(Zs,)int, de définir la classe de w dans Hp (Y)
comme la classe du cocycle ((ws), (fa)), avec ws, = w, ws = 0 sl s # sp,
fa=0sia¢ A(sy), et f, = £F, suivant que s2(a) = sp ou s1(a) = sg, si
a € A(sp). Sion change F,,, cela modifie le cocycle précédent par un cobord,
et donc la formule ci-dessus définit une injection naturelle de H(}R(Zs)int
dans HJ(Y), pour tout s € S.

Lemme 8.21. L’injection ci-dessus de Hig(Zs)ine dans Hiz(Y), pour tout

s € S, s’étend en une injection continue de [[,cq Hig(Zs)ime dans Hig(Y).

Démonstration. Si (ws)ses est une collection de formes différentielles dont
les classes sont intérieures, la série des cocycles associés converge car elle
ne fait intervenir, localement, que des sommes finies, et on obtient ainsi
une injection [[,cq Hig(Zs)int — Hg(Y) car les Y, sont disjoints, et que
I'exactitude de ws sur Yy équivaut a 'exactitude de wy. O

On définit la cohomologie de de Rham intérieure de Y comme le sous-
groupe [ e Hip(Zs)int de Hip(Y).
Proposition 8.22. (i) Hl; (Y )i ne dépend pas du choiz de S :

HdR mt H HdR s 1nt-
seX(Y)

(ii) On a une décomposition naturelle (dépendant de L)
H&R(Y) = H&R(Y)log,f © Haln(K Cp) ® HéR(Y)inb

Démonstration. Le (i) suit de ce que Ys* est de genre 0 si s € S\X(Y). Pour
prouver le (ii), on utilise 'isomorphisme H1g (Y )02 = Ker 0* pour tuer les
résidus, puis les classes intérieures pour tuer les w, et obtenir un élément de

alm(Yv CP)' O
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8.4.8. Fonctorialité. Soit u : Y’ — Y un morphisme de courbes ana-
lytiques sans bord, et soient S et S’ des triangulations de Y et Y’. Si
w = ((ws),(fa)) € Zig(S), on définit w*w = ((wy), (for)) € Zig(S'), en

posant

urwg, (o) siu(s’) €Yy et ac A

o — {u*ws siu(s’) € Zs \ (I—laGAc(s) Ya),
s’ —

—u*fo st u(Yy) C Yy, u(si(a’)) = sa(a) et u(sa(a’)) # s2(a),
fo = u*fe  siu(Yy) C Yy, u(sa(a)) = s2(a) et u(si(a’)) # sa(a),
0 dans les autres cas.
Alors u*w est un cobord si w en est un et u* : Hiz(Y) — HIz(Y') est
I’application induite.
Il est alors immédiat que :

u(Hao(Y,Q)) C Hyy (Y, Q) et w*(Hig(Yiog.2) € Hap(Y ' iog, 2.
et la fonctorialité de 'intégration de Coleman fournit I'inclusion
u*(Hag(Z)ine) © Hap(Z')in-
On en déduit la fonctorialité la décomposition
HéR(Y)IOg = HéR(Y)int S H;n(}/? Cp) S HollR(Y)log,-f'

8.4.9. Cohomologie de Hyodo-Kato. Ce résultat permet de décrire di-
rectement l'isomorphisme de Hyodo-Kato : on définit Hip (Y) comme le
C,-espace vectoriel

([Tees Hig(Ys"/60g,)) @ H' (T, Cp) @ HY (L, Cp)*(—1).

que 'on munit :

e du frobenius naturel ¢ sur chacun des facteurs,

e de 'opérateur de monodromie N de la rem. 1.6,

e de lisomorphisme tpyx ¢ : K ® Hj (V) = Hiz(Y) (qui dépend du
choix de ), somme directe des isomorphismes

K ® Hl(F(@)7 ép) = H{in(Y; K)a K ® Hcl(F(@)7 ép)* = HéR(Y)IOg,fﬂ

K® Hrllg(g/s/ﬁép) = H&R(ZS)inb
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Remarque 8.23. (i) L’isomorphisme ¢k du (iii) de la rem. 8.2 correspond a
tHK, ¢ pour .Z = 0.

(ii) Les fonctorialités de la décomposition de la cohomologie de de Rham
et de la cohomologie rigide impliquent que Y +— (H (Y), Hix(Y), ik 2)
est fonctoriel.

(iii) La définition de Hyk (Y) en fournit une décomposition naturelle qui
n’est autre que la décomposition par les poids de frobenius : Hl}ig(@s / ﬁép) est
le sous-espace de poids 1, H (I'(%), Ky) celui de poids 0, H}(T'(#), Ko)*(—1)
celui de poids 2.

Annexe A. Plaidoyer pour un peu de modération

Dans cet appendice, on étudie les pathologies de la cohomologie étale de
la boule unité ouverte, et on propose une piste pour les supprimer.

Soit B la boule unité ouverte (i.e. @’(B) = O¢[[T]]). On a défini au
n°4.2.1 le complexe Syn(é, 1) et calculé ses groupes de cohomologie
Hsiyn(é7 1) (prop. 4.6). On va s’intéresser au lien entre les Hsiyn(é, 1) et la
cohohomologie étale (a coefficients dans Z,(1)) de « la » fibre générique >
B™ de B (c’est l'espace rigide associé : si 7, est une suite de rationnels
vérifiant r, > rp41 et limr, = 0, alors B0 est la réunion croissante des
Bi", ot Bi" est la fibre générique de la boule fermée B, = {v,(T) > r},
ie. O(By) = ﬁc(z%)). Notons que les résultats qui suivent s’étendent verba-
tim aux couronnes ouvertes : pour toutes ces histoires, une couronne ouverte
se comporte comme la réunion de deux boules ouvertes attachées en un point.

Sir e Q, on pose O(B,) = Acris<1%>. On a donc QY(B,) = ﬁ(ﬁr)dﬁ—f.
On dispose du complexe

(d1-2) (1-2)—d -

QN(Br)

Syn(B,,1) := F'¢(B,) QY(B,)® O(B,)
ot (T') = TP. Ce complexe calcule la cohomologie étale de la fibre générique
de B, : c’est clair pour HY; pour H', c’est un cas particulier du cor. 6.25 (ou
du th. 5.34, via le le cor. 5.5) ; pour H?, cela découle de ce que H2 (B,,1) =0

syn

(prop. 4.7) et de ce que H%(B2",Z,(1)) = 0, d’aprés Berkovich [3, cor. 6.1.3].

53. Comme nous lexpliquons au §A.4, il y a plusieurs objets différents qui
peuvent prétendre étre « la » fibre générique de B. Dans le texte principal, nous
avons juste défini €'(B&") sans spécifier dans quelle catégorie B%" vivait.
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A.1. Groupe de Picard

Comme C’(%) est, pour tout r € Q, un anneau principal, on a

{(fn)neNa fn € ﬁ<BTn,)*}
{(gn—i—lg;l)neNu gn € ﬁ(Brn)*}

Pic(B™) =

De plus, on peut remplacer &'(B,, )* par son sous-groupe des f valant 1 en 0,

n

et tous les f,, gn, etc. qui vont intervenir vérifient cette propriété.

A.1.1. Le théoréme de Lazard. Rappelons le résultat fondamental de
Lazard [36] concernant le groupe Pic(B*").

Proposition A.1. (Lazard) On a la dichotomie suivante :
e Si C est sphériquement complet, alors Pic(B*") = 0.
e Si C n’est pas sphériquement complet, alors Pic(B*") # 0.

Nous allons avoir besoin de préciser ce qui se passe dans le cas non
sphériquement complet. Les résultats suivants sont des variations sur [36,
§V, prop. 6].

A.1.2. Construction d’éléments non divisibles. Comme C n’est pas
sphériquement complet, il existe des suites (D,,)nen strictement décrois-
santes de boules fermées, dont la valuation —r, tend vers 0, et telles que
NpD, = . On choisit une telle suite et x,, € D,, pour tout n, puis a, €
Dy, \ D41 vérifiant vy(ay, — xpq1) > —7y; on a alors Dy, = B(ay, —ry) et

—Tnt1 > Vp(any1 — an) > —ry > vplan —an—1) -+,
lim r, =0, N,B(an,—1,) =92
n—oo

Soit up = 1—(an—an—1)T. Comme vp(an—an—1) > —ry,onau, € O(B, )*.

Proposition A.2. La classe de (up)pen dans Pic(éan) n'est pas divisible
k
par p et, plus généralement, celle de (uhy )pen n'est pas divisible par pF*!.

Démonstration. Suppons que cette classe est divisible par p. Il existe alors
Unt1 P

Un,gn € O(B;,)*, tels que u,, = =gy, pour tout n € N. Quitte a diviser
Jn,Un par des constantes, on peut supposer que

gn=14+a,T+ -, vy=14v,T+- -,

et 'hypothése d’inversibilité implique vy (o) > —rp,  Vp(Vn) > —ry.
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Soit wy, = (1 — (a1 — ao)T)--- (1 — (ap—1 — ap—2)T). On a u, = “Z‘)—:l
sur B, . On en déduit que f:—: = f—:gﬁ. Si ¥ =1+ 8,7+ -, la relation

précédente implique o

Brt1 = Bn + pam, et donc B, — By € pL " O, pour tout n.
Maintenant, on a 8, = ag — a, — Vp, et donc

ag — Bo = an + Vn + (Bn — Bo) € B(an, —ry), pour tout n.

On en déduit que ag— By € Ny B(an, —r), ce qui conduit & une contradiction
puisque cette intersection est vide par hypothése. Cela prouve que cette classe
n’est pas divisible par p.

Le cas k général se traite de la méme maniére : il suffit d’élever tout a la
puissance p¥, ce qui multiplie les coefficients de T' par p*. O

A.1.3. Le sous-groupe de torsion du groupe de Picard. Le but de
ce numéro est de prouver le résultat suivant.

o

Proposition A.3. Le groupe Pic(B) est sans torsion.

o

Démonstration. 11 suffit de prouver que Pic(B) n’a pas de p-torsion. Si
(un)neN € [l,en O(Br,)*, on note [(uy)] sa classe dans Pic(B). On pose
T,=T/p™, et donc Ty, 1 = p"~"++T,. Alors O(B,,) = Oc(T,).

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme A.4. Soit (up)neN € [l,en O(Br,)*. S'il existe 6 > 0 tel que
up € 14 p°T,0(B,.,) pour tout n assez grand, alors [(uy)] = 0.

Démonstration. On peut écrire u,, = Hk>1 Unp k, AVEC Upf = 1 —i—p‘san’kaf et
ank € Oc tend vers 0 quand k — oo (n étant fixé) : 'existence des ani € Oc
est immédiate et pour prouver que ayj — 0, il suffit de développer, de
regarder modulo p?°, p3°, etc., et d’utiliser le fait que u, est un polynoéme
modulo p%, p3 etc.

On choisit Ny, tel que d —kry, > 0 sin > Nj. On définit v, j, par v, = 1
sin = Ny et Uptp1k = UnpkUnk, si n € N. De maniere explicite, on a

Vnp = [Tion, (1 + PPagep™*TF) sin > N,
" [TV (1 + plagpp®n—)TEY =1 sin < Ny — 1.

Comme a,; — 0 quand k — oo, on voit que, si 0 < ¢’ < ¢, alors v, ), €
1+ T,0(B,.,), pour tout k (on a méme Upk €1 + T O[[T]] si Ny, < n),
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et que v, — 1 — 0 dans p*T,0(B,,) quand k — +oo. Il s’ensuit que

vy = Hk21 Unk € O(B,,)*, et comme on a u, = [[unt = [[(Vng16/nk) =
Un+1/Vn, cela permet de conclure. O

Revenons a la preuve de la prop. A.3. On suppose que [(u})] = 0 et on
veut en déduire que [(u,)] = 0.

ECI‘IVOHb u, = 1+ Zk>1 aTZ,kTr]f et posons u%p) 1+ Zk>1 ab Tpk

Alors u /ug € 1+ pT,0(B,,), pour tout n, et il résulte du lemme A4
que [uﬁlp)] = 0 puisque [(uh)] = 0. On peut donc écrire WP = W41/ W,

pour tout n, avec w, € O(B,,)*. De plus, comme les seules puissances de
T intervenant dans u%p ) sont les TPk on peut éliminer les puissances de T
premiéres & p dans les w, une par une (on commence par T en remarquant
que le coefficient a1 de T" dans w, ne dépend pas de n, ce qui permet de
diviser wy, par 1+ a;T pour tout n, et on recommence avec T2, etc.). On a
alors wp, =1+ ;54 wnvagk

Soit wy, ;= (wn) P (pour un choix de racine p-iéme), et soit w!, =
1+ sy w;’kaf € 1+T,0(B,,). Alors (uy (w1 /w),)" )P € 14+ pT,0(B,,)
car (wh)?/wy, € 1+ pT,,0(B,,) et uﬁ/u%p) € 1+ pT,0(B,,). Il en résulte
que uy (w1 /wh) "t € 14 p'/PT,0(B,,), et le lemme A.4 fournit une suite
de v}, € O(B,,)* tels que uy(w),,1/w),)~" = v}, ,1/v},. Si on pose alors v, =
vhwl, on a v, € O(By,)* et u, = vyt+1/v, pour tout n. On en déduit que

[(un)] = 0, ce que I'on voulait. O

A.2. Cohomologie étale

On a une suite exacte
0— Z/p" ® O(B™)* — HL(B™ Z/p"(1)) — Pic(B™)[p"] — 0.

Comme O(B™)* = C* x (1 + 6¢[[T]]) et que Z/p" ® C* = 0, on déduit
des prop. A.1 et A.3 le résultat suivant (le cas de Z, se déduit du cas de
Z/p™ en passant a la limite puisque 1 + O¢[[T]] est séparé et complet pour
la topologie p-adique).

Corollaire A.5. On a des isomorphismes :

HAL(B™, Z/p"(1)) 2 Z/p" @ (1 + Oc[[T])), sin>1,
HL(B™,Z,(1)) = 1+ TOc([T]).
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Comme Hgt(éan, Z,(1)) est le complété p-adique de Pic(B™), on déduit
de la prop. A.2 le résultat suivant.

Théoréme A.6. On a la dichotomie suivante :

e Si C est sphériquement complet, Hgt(éan, Z,(1))=0.

e Si C nlest pas sphériquement complet, Hgt(éan, Z,(1)) # 0 et n'a pas
de torsion.

Remarque A.7. Supposons C non sphériquement complet.
(i) En utilisant les exemples de la prop. A.2, on peut montrer que le
groupe HZ (B™,Z,(1)) est, non seulement non nul, mais « énorme ».

(ii) Comme Hézt(éan,Qp(l)) # 0, cela fournit un exemple de non in-
jectivité de 'application naturelle de la cohomologie étale vers la proétale
puisque Hproet(Ban, Qp(1)) =0 (cf. [18, 16]).

A.3. Cohomologie syntomique et cohomologie du groupe
fondamental

On remarque, en comparant les résultat du § A.2 avec ceux de la prop. 4.6,
que Syn(é , 1) calcule la cohomologie étale de Ban s O est sphériquement
complet mais pas si C' n’est pas sphériquement complet. Une explication est
la suivante : dans tous les cas, le complexe total associé au complexe double

< (d1-%) _ (175 -

HneN F! ﬁ(Brn) - HneN QI(B ) D HnGN ( )
S T N

HneN F ﬁ(Brn) - HneN Q (B ) D HnGN ( )

H N Q(B,)
}

[Ten '(By,)

dans lequel les fleches verticales sont (2, )neN — (Zn — Tnt+1)neN, calcule la

cohomologie étale de Ban puisque les B forment un recouvrement croissant

de Ban.

e Si C est sphériquement complet, on a R!lim,, p~*" @ = 0, pour toute
suite strictement décroissante (s, )nen de nombres rationnels. On en déduit
des résultats analogues pour Acris, F'Aeis, etc. La nullité des R'lim ci-
dessus implique que les fleches verticales sont surjectives; on peut donc rem-
placer le double complexe par le complexe des noyaux des fléches verticales
qui n’est autre que Syn(é, 1).

e Si C' n’est pas sphériquement complet, les fléches verticales ne sont pas
surjectives, et on ne peut pas remplacer le double complexe par Syn(é ,1).
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Il y a donc une dichotomie un peu désagréable mais, comme nous allons
le voir, Syn(é , 1) calcule dans tous les cas la cohomologie continue du groupe
fondamental de B22.

Soit R = O¢/|[T]], et soient R la coture intégrale de R dans I'extension
profinie étale maximale de R[%] et Ggr = Aut(R/R).

Proposition A.8. Le compleze Syn(é, 1) calcule la cohomologie continue
de GR a valeurs dans Z,, (ou Zy(1), puisque C est algébriquement clos).

Démonstration. On note Ry, la sous-R-algébre R[(1+ T)P ] de R, et Rog
son complété pour la topologie (p,T)-adique. Alors I' = Aut(R~/R) = Z),
(on choisit un générateur topologique ~y de I'), et Roo est perfectoide. On en
déduit que la cohomologie de G'i est calculée par le complexe

i (1=7,1-¢) EoR (1=p)=(1-7) i

ot Ac = W(C), AL, = W(Oc») et R=Ac ®as, AL[[T]], les actions de
v et ¢ sur R étant données par v(T) = (1 4+ m)T 4+ 7, ou m = [¢] —1let
@(T) = (1 4+ T)? — 1. (Pour aboutir & cette expression au lieu de Ro =
W(Roo[%]b), il faut utiliser I'inverse & gauche ¢ : R — R de ¢ donné par
WP (14 T)ip(x)) = o, et le fait que 4 — 1 est inversible sur R¥=0; cela
permet de décompléter comme d’habitude.)
Ensuite, on vérifie que le complexe ci-dessus est quasi-isomorphe &

I(W)RJF (1=7,1-¢) Bt o %EJF (1-¢)—(1—7) il
ou R = AL[[T]] (c’est comme d’habitude, utiliser le complexe avec ¢ au lieu

de ¢ et le fait que RY¥=1 (R*)w Let le fait . qu’une solution y € Rw 0 de
(v — 1)y = = appartient a (WR+)¢ =0si z € (RT)¥=Y). On plonge _1( )RJr
et 1§+ dans F1RT et Rt par z — mz, puis on plonge FIRT et Rt dans
Flﬁ’ (B) et 0(B) (il faut vérifier que ceci induit un quasi-isomorphisme).
Enfin, on remarque que VT_I = 0 modulo 7, ce qui permet de passer du

complexe obtenu a Syn(B, 1) comme dans [17], [27]. O
A.4. La fibre générique adoque

Il résulte de la prop. A 8 et du § A.3 que, si C' est sphériquement complet,
la cohomologie étale de Ban est celle de son groupe fondamental (i.e. Ban
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est un K (m,1)), alors que si C' n’est pas sphériquement complet, ce n’est pas
du tout le cas. On peut s’extasier devant la richesse du monde p-adique ou
considérer que c’est une pathologie dont on aimerait se débarrasser.

On peut penser que le probléme vient de ce que l'on n’a pas pris la
bonne fibre générique et que, pour restaurer un peu d’harmonie, il faudrait
la remplacer par la fibre générique adoque dont nous allons esquisser une
définition possible.

Soit Y un affinoide sur C. On retrouve la topologie rigide sur Y en
prenant comme base d’ouverts les images inverses (i.e. les tubes) des ou-
verts de modéles de Y sur d¢. Si U est un ouvert d’'un tel modéle %', on a
Oy (U]) = 64 (U)[3].

On peut enrichir cette structure, en définissant Y2 comme I’ensemble
des points de l’espace adique associé a Y se spécialisant en un point de
22do hour un choix de modéle assez fin de Y (on n’obtient ainsi que des
valuations de rang 1 ou 2 induisant v, sur C), et en prenant comme base
d’ouverts de Y24 les images inverses (i.e. les tubes) des ouverts des schémas
adoques associés aux modeéles de Y sur O¢. Si U est un ouvert adoque d’un
tel modeéle %', on pose Oyaao (JU[) = Ograco (U)[Il?] ; la fibre générique de U est
I’espace annelé image inverse de U dans Y2d°,

Une variété adoque est alors un espace annelé, localement isomorphe a
un ouvert de Y24° o1 Y est un affinoide sur C.

SiY est un schéma adoque obtenue en recollant les U; le long des U; ;,
sa fibre générique Y& est la variété adoque obtenue en recollant les fibres
génériques des U; le long des des fibres génériques des U; ;. En particulier,
si Y est un affinoide, Y24° est la fibre générique de n’'importe lequel de ses
modéles.

Remarque A.9. (i) Soit B ]a boule unité ouverte vue comme variété
adoque. Alors & (éado) = ﬁc[[T]][%]. Si on considére & la place la boule
unité rigide éan, alors ﬁ(l%’an) = %", anneau des Y, -, a,T", avec a, € C
et vp(an) + nr — 400 quand n — +o00, pour tout r > 0. Remarquons que
Ban peut aussi étre considérée comme variété adoque, réunion des boules
fermées B, , et on a une injection Ban <y pado (correspondant a I'injection
naturelle & (éado) — 0 (éan)), mais cette injection n’est pas un isomor-
phisme : le cercle fantome a la frontiére de Bado n’appartient pas a B0 car
il n’appartient & aucune des B, .

(ii) Bado egt quasi-compacte contrairement a B car un voisinage du
cercle fantome a la frontiére doit contenir un domaine rationnel non trivial,
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et on peut donc extraire de tout recouvrement ouvert un recouvrement fini.
Cela signifie que 'on n’a pas de probléme de R!lim, et donc que

Pic(B4°) = 0.

On en déduit que Syn(é , 1) calcule la cohomologie étale de Bado indépen-
damment du fait que C soit ou ne soit pas sphériquement complet.

(iii) Ce résultat laisse espérer que les (fibres génériques d’) affines adoques
soient des K (m, 1) comme le sont les affinoides d’aprés Scholze [43, th. 1.2].
Si tel n’est pas le cas, on pourrait envisager de changer la définition de la
cohomologie proétale pour 'imposer...
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